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Le comité éditorial de ce numéro thématique de la RQDM a le plaisir de vous
proposer le premier de deux numéros intitulé « Enseignement et apprentissage de
I'algébre avant la lettre : un regard sur les ressources et les pratiques
enseignantes ». Les quatre articles qui composent ce numéro sont issus des travaux
de I'OIPA - Observatoire international de la pensée algébrique - qui ont fait 1'objet
de présentations dans le cadre du 6¢ colloque de I'OIPA qui a eu lieu a Montréal
du 17 au 20 mai 2020.

Le premier article, cosigné par Julia Pilet et Brigitte Grugeon-Allys, s'intéresse a
I'analyse du savoir mathématique et a sa transposition didactique dans les
institutions scolaires dans la transition entre I'école primaire (9-11 ans) et le college
(11-15 ans) en France. Plus précisément, il porte sur 1'étude des praxéologies de
calculs réfléchis multiplicatifs pour distinguer des structures de calculs favorisant
l'utilisation de certaines propriétés des nombres et des opérations. L’analyse est
réalisée a partir des aspects épistémologiques de l'activité numérico-algébrique

Revue québécoise de didactique des mathématiques, 2022, Numéro thématique 2
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définis dans Pilet et Grugeon-Allys (2021), et des travaux de recherche sur I'activité
numérico-algébrique (Kieran et Martinez-Hernandez, 2022). L’utilisation du
modele présenté pour analyser des manuels permet d’identifier des disparités qui
peuvent affaiblir les potentialités repérées comme la dénotation des expressions
numériques, les propriétés des nombres et des opérations.

Le deuxiéme article, écrit par Doris Jeannotte et Hassane Squalli, traite du potentiel
de développement de la pensée algébrique véhiculé par le programme curriculaire
de mathématique (1 a 8¢ année) de I'Ontario (ministere de I'Education, 2020) a
partir d’'un modele praxéologique de référence. Les programmes ontariens visent
le développement de la pensée algébrique deés la 1¢r année depuis le début des
années 2000. En s’appuyant sur une méthodologie d’analyse de curriculums
officiels développée par Bronner et Larguier (2018) et sur le cadre de référence de
'algebre et de la pensée algébrique développé par Squalli (2000; 2015), I’étude du
programme révele que les praxéologies généraliser et calculer sont explicités dans
ce dernier. Cette porte d’entrée semble intéressante pour réduire les discontinuités
et ruptures entre les modes de pensées arithmétiques et algébriques documentés
par la recherche.

Le troisieme l'article, rédigé par Sonia Ben Nejma, Said Abouhanifa, Eugene Oké,
Ridha Najar, Hassane Squalli et Adolphe Adihou, explore le développement de la
pensée algébrique a la fin du cycle primaire au Bénin, au Maroc et en Tunisie a
partir d"une analyse des programmes et des manuels officiels propres a chaque
systeme éducatif. Plus particulierement, 1'étude porte sur la maniére dont le
curriculum de chaque pays prépare les éleves au développement de la pensée
algébrique avant l'introduction du formalisme conventionnel. L’analyse est
organisée autour de deux cadres, celui de Najar et al. (2021) concernant le modele
praxéologique de référence de la pensée algébrique (MPRPA) et celui en lien avec
les études en didactique de l'algebre (Bednarz et al, 1996; Lins et Kaput 2004;
Carraher et Schliemann, 2007; Radford, 2010, 2015; Squalli, 2015). L’analyse révele
la diversité des entrées prises en compte dans trois contextes institutionnels, sans
toutefois qu'un accent soit placé sur le développement des raisonnements de
nature algébriques.

Le quatriéme article, proposé par Floriane Wozniak et Marie-Odile Cattoén,
étudie les conditions d'une entrée dans l'algebre par les problemes de
modélisation en France. Plus précisément, les autrices analysent comment trois
enseignantes abordent avec leurs éleves un méme probleme avant et apres
'enseignement de I'algébre. Leur cadre d'analyse est structuré autour de la théorie
anthropologique du didactique (TAD) introduite par Chevallard (1999) afin
d'étudier ce qui fonde le travail épistémologique du professeur. Considérant les
déterminants didactiques qui influent les pratiques des professeurs, elles montrent
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que, pour les cas observés, les besoins de connaissances mathématiques (les outils
de la modélisation), didactiques (concevoir et mettre en ceuvre une situation
d’enseignement) et épistémologiques sur les processus de modélisation ont plus
d’effet que le curriculum.

Bonne lecture!
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Résumé : Notre étude s’inscrit dans une réflexion sur l'entrée dans l'algébre au
secondaire. Nous soutenons qu’une activité mathématique, appelée numérico-algébrique,
porte sur des aspects épistémologiques communs aux deux domaines arithmétique et
algébrique et cherchons a caractériser sa présence dans les manuels scolaires francais a la
fin de I'enseignement primaire. Apres avoir présenté les caractéristiques de cette activité
par un modele praxéologique de référence dans le cadre de la théorie anthropologique du
didactique nous centrons I'étude sur la praxéologie de calcul réfléchi multiplicatif pour
distinguer des structures de calculs favorisant 1'utilisation de certaines propriétés des
nombres et des opérations. Nous analysons ensuite les potentialités et limites offertes par
deux manuels scolaires frangais sur le calcul réfléchi multiplicatif et les aspects
épistémologiques de 'activité numérico-algébrique qu'’ils travaillent.

Mots-clés : théorie anthropologique du didactique, activité numérico-algébrique, expressions
numeériques, calcul réfléchi

Numerical-algebraic activity in French primary school textbooks: the case of
multiplicative reflexive calculation

Abstract: Our study builds on a reflection on the entry into algebra in secondary school.
We argue that a mathematical activity, known as “numerical-algebraic,” deals with

Revue québécoise de didactique des mathématiques, 2022, Numéro thématique 2
(Tome 1), p. 4-33.
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epistemological aspects common to both arithmetic and algebraic domains, and describe
its presence in French textbooks at the end of primary education. After having presented
the characteristics of this activity, through a praxeological reference model within the
framework of the anthropological theory of didactics, we focus on the praxeology of
multiplicative reflexive calculation in order to distinguish calculation structures that
promote the use of certain properties of numbers and operations. We then analyze the
possibilities and limitations exhibited by two French textbooks on multiplicative reflexive
calculation and the epistemological aspects of the numerical-algebraic activity they
address.

Keywords: anthropological theory of didactics, numerical-algebraic activity, numerical
expressions, reflective calculation

Introduction

De nombreux travaux (Kieran, 2018; Squalli et Bronner, 2017, Bronner et
Squalli, 2020; Squalli et al., 2020) concernent le développement de la pensée
algébrique en lien avec l'activité algébrique, préalablement a l'introduction du
symbolisme algébrique (Chevallard, 1984, 1989; Kieran, 2007).

Dans ce texte, nous retenons le terme d’ « activité algébrique » et non celui de
« pensée algébrique ». Ce choix est également celui de Kieran (2007, p. 713), qui
reprend une étude de Lee (1997) dans laquelle des mathématiciens, chercheurs,
étudiants et enseignants devaient répondre a la question «Qu’est-ce que
'algebre? ». Leurs réponses sont synthétisées par « une matiere scolaire, une
arithmétique généralisée, un outil, une langue, une culture, un mode de pensée et
une activité » (Kieran, 2007, p. 713, traduction libre!). L'un des points communs
aux interviews est que l'algebre est une activité, c’est-a-dire, « l'algebre apparait
comme une activité, quelque chose que l'on fait » (Lee, 1997, p. 187, traduction
libre?). Nous reprenons cette terminologie, 'algebre n’étant pas seulement « un
mode de pensée » mais aussi « quelque chose que 1'on fait ».

Pour Kieran (2007), I’activité algébrique reléve de trois composantes essentielles a
travers son modele conceptuel « GTG » : 1) I'activité générationnelle correspond a
la formation des expressions algébriques et des équations, objets de I'algebre;
2) l'activité transformationnelle concerne les processus de manipulation
symbolique pour changer la forme des expressions algébriques et des équations
en s’appuyant sur leurs propriétés afin de conserver leur équivalence; 3) I’activité

1 «a school subject, generalized arithmetic, a tool, a language, a culture, a way of thinking, and
an activity » (Kieran, 2007, p. 713).
2« Algebra emerges as an activity, something you do, an area of action » (Lee, 1997, p. 187).
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méta au niveau global comprend les activités ot1 'algebre est utilisée comme outil
pour résoudre les problemes. Ces activités ne sont pas exclusives a l'algebre,
comme la généralisation, la modélisation, la justification, la preuve, I'étude des
situations fonctionnelles et la recherche de structure.

Kieran et Martinez-Hernandez (2022) fait référence a 1’activité mathématique du
monde numérico-algébrique favorisant l'entrée dans la pensée algébrique
préalablement a I’'enseignement secondaire. Les recherches relevant de la pensée
algébrique ont beaucoup concerné la généralisation (Kaput, 2008; Mason, 1996;
Vlassis et al., 2017) et le raisonnement analytique sur des données indéterminées
(Radford, 2013). Peu de travaux (par exemple, Linchevski et Livneh, 1999; Kieran
et Martinez-Hernandez, 2022) portent sur l'activité transformationnelle des

expressions numériques, et plus particulierement sur 1'habileté a identifier la
structure des expressions numériques et son usage pour conserver 1'équivalence.

Nous faisons les hypotheses de travail suivantes :

e Les institutions scolaires sensibilisent peu les éléves a la transition entre
I'arithmétique et I'algebre (Chevallard et Bosch, 2012).

e Certaines activités mathématiques relevant a la fois du numérique et de
I'algébrique « non symbolique » du primaire et du début du secondaire, en
particulier les activités transformationnelles de calcul numérique, peuvent
étre des leviers pour négocier cette transition. Ces activités correspondent
principalement au calcul réfléchi, c’est-a-dire «un calcul mental
(Butlen 2007; Butlen et Pézard, 2000) ou écrit, dont la réalisation nécessite
de mettre en ceuvre une stratégie (Piolti-Lamorthe et Roubin, 2010), qui
conduit a des calculs plus économiques » (Pilet et Grugeon-Allys, 2021,
p. 15). Contrairement au calcul automatisé, il nécessite des transformations
de décomposition et de recomposition opérées sur les expressions
numériques. Par exemple, le calcul
32x25=(8x4)x25=8x (4 x25)=8x100=800 met en jeu la structure
d’expressions numériques intervenant dans les étapes du calcul [par
exemple, 32 x 25 ou 8 x (4 x 25)], la réécriture d'une expression numérique
et I'égalité comme relation d’équivalence, ce que nous développons par la
suite. Ces activités reléevent du monde numérico-algébrique et nous les
regroupons sous le nom d’activité «numérico-algébrique » (Pilet et
Grugeon-Allys, 2021).

Dans le cadre des travaux de 'Observatoire international de la pensée algébrique
(OIPA), nous avons analysé les programmes francais a la transition primaire-
secondaire pour étudier la place attribuée globalement a I'activité numérico-
algébrique. Il en ressort que les programmes et leurs documents
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d’accompagnement ne développent pas les problemes de généralisation et peu le
calcul des expressions numériques (Pilet et Grugeon-Allys, 2020, 2021). Ce
deuxiéme résultat nécessite d’autres investigations que nous poursuivons dans le
cas des manuels scolaires frangais sur le calcul réfléchi multiplicatif. Aussi, nous
interrogeons les potentialités des activités proposées dans les manuels scolaires
francais de fin de primaire (10-11 ans) pour développer une activité mathématique
favorisant la transition entre I'arithmétique et I’algebre.

Apres avoir identifié les aspects épistémologiques de l'activité numérico-
algébrique, fondements d’un calcul numérique appuyé sur 1'équivalence, nous
nous plagons dans le cadre de la théorie anthropologique du didactique
(Chevallard, 1999). Nous présentons un modele praxéologique de référence de
cette activité (Pilet et Grugeon-Allys, 2021), défini par les trois praxéologies locales
de généralisation, de modélisation et de calcul. Ensuite, nous nous centrons sur la
praxéologie de calcul pour caractériser le type de tache de calcul réfléchi
multiplicatif selon des variables spécifiques de types de taches et de taches
(Chaachoua, 2018; Grugeon-Allysetal.,, 2022; Jolivet et al., 2021). Puis, nous
opérationnalisons cette caractérisation pour analyser les potentialités offertes par
les exercices des manuels scolaires francais de CM2 (10-11 ans) pour développer
I'activité numérico-algébrique sur le calcul réfléchi multiplicatif.

1. Référence praxéologique du domaine numérico-algébrique

Les enjeux de cette étude portent sur I'analyse du savoir mathématique et sa
transposition didactique dans les institutions scolaires dans la transition entre
I'enseignement a 1'école primaire (9-11ans) et l'enseignement au college
(11-15 ans) en France.

Pour ce faire, nous rappelons rapidement les aspects épistémologiques de I'activité
numérico-algébrique définis dans Pilet et Grugeon-Allys (2021) en resituant
'étude des objets mathématiques mis en jeu dans cette activité par rapport a des
travaux anglo-saxons récents (Kieran et Martinez-Hernandez, 2022). Comme
Kieran et Martinez-Herndndez, nous retenons d’abord que dans le monde
numérico-algébrique dans lequel se développe l'activité numérico-algébrique,
I'équivalence a deux dimensions, calculatoire et structurelle. Les éleves du
primaire arrivant au secondaire se retrouvent souvent en difficultés en algebre,
cette deuxiéme dimension étant peu travaillée a travers le sens de la structure
d’une expression numérique. Les propriétés des nombres et des opérations mises
en jeu dans la décomposition et la recomposition d'une expression numérique
conservant la valeur de 'expression sont peu mises en évidence, méme si en
France un calcul appelé « calcul en ligne » vient d’étre récemment introduit (Pilet
et Grugeon-Allys, 2020).
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1.1 Les aspects épistémologiques de l’activité numérico-algébrique

Nous présentons les types de problemes de I’activité numérico-algébrique puis les
aspects épistémologiques des objets en jeu dans les calculs sur les expressions
numériques.

1.1.1 Types de problemes de I’activité numérico-algébrique

L’activité numérico-algébrique se développe a la fois dans la résolution de
plusieurs types de problémes présents des le primaire et dans le calcul mis en jeu
sur les expressions numériques. Cela fait référence a 1'activité générative au sens
de Kieran. Les trois caractéristiques des formes spécifiques de la pensée algébrique
sont définies par Radford (2013) pour qui elles sont épistémologiquement
différentes de celles de I’arithmétique : 'usage de nombres non connus (inconnues,
variables, etc.) dans la résolution de problemes, la désignation de ces nombres par
différents moyens (codages, gestes, ...), 'analycité, c’est-a-dire le traitement des
quantités inconnues comme si elles étaient des nombres connus. Les types de
problémes mettant en jeu I'analycité préalablement a I'entrée dans le symbolisme
algébrique sont d"une part, les problemes de généralisation (par exemple, motifs
géométriques, suites) et d’autre part, les probléemes arithmétiques élémentaires
relevant des champs conceptuels additifs et multiplicatifs (en particulier, les
problémes de comparaison déconnectés (Adihou etal.,2015) nécessitant la
production de relations pour raisonner sur les quantités connues comme sur les
quantités inconnues, et donc de construire un modele du probléme.

1.1.2 Aspects épistémologiques des objets en jeu dans les calculs sur les
expressions numeériques

Nous présentons les aspects épistémologiques des objets en jeu dans les calculs sur
les expressions numériques et dans les relations arithmétiques utilisés lors de la
résolution de problemes arithmétiques.

L’équivalence de la relation d’égalité est au cceur de l'activité numérico-
algébrique. Elle est portée par les propriétés de réflexivité, de symétrie et de
transitivité de I'égalité. Dans le numérique, 1'équivalence a a la fois une dimension
calculatoire (avoir la méme valeur) et une dimension structurelle (Kieran et
Martinez-Hernandez, 2022). Cette derniere met notamment en jeu la réflexivité
pour justifier l'équivalence d’expressions numériques a partir de
décompositions et de recompositions sans calculer la valeur des expressions, par
exemple 5 +9 + 3 =10+ 7. Le travail sur le sens de la structure d"une expression
numérique s’appuie sur les nombres écrits dans le systeme de numération
décimale et leurs propriétés (parité, multiples de, etc.), sur les propriétés des

opérations (commutativité, associativité de l'addition et de la multiplication,
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distributivité de la multiplication par rapport a 'addition), mais aussi sur les
techniques de décomposition, recomposition des expressions numériques. Dans
'exemple donné en introduction, le calcul multiplicatif de 'expression numérique
32x 25 utilise le fait que 32 est un multiple de 4 et que la recomposition
multiplicative de 4 et de 25 est 100, fait numérique qui doit étre un prérequis. Ces
aspects étant travaillés a "école primaire, I"équivalence peut donc étre abordée des
I'école primaire. De plus, 1'équivalence est mise en jeu dans les techniques de
décomposition et de recomposition des expressions numériques utilisées en calcul
réfléchi écrit (Butlen 2007; Butlen et Pézard, 2000) pour obtenir des calculs plus
économiques (Piolti-Lamorthe et Roubin, 2010). Par exemple, réécrire I'expression
numérique 12 x 99 en 12 x 99 =12 x 100 - 12 repose sur la décomposition de 99
en100-1, la propriété de distributivité de la multiplication par rapport a
'addition et celle du produit par 100.

Nous interprétons les aspects épistémologiques, développés dans Pilet et
Grugeon-Allys (2021), des objets en jeu dans un calcul sur les expressions
numériques au regard de I'approche de Kieran. Chevallard (1984, p. 75) distingue
I'efficacité désignative d'une expression numérique pour le calcul de sa valeur, de
la valeur monstrative visant a réécrire une expression pour faire apparaitre
«l'information monstrative pertinente » au regard du but visé. La valeur
monstrative prend en compte la structure de I'expression numérique, ce qui met
bien en jeu la dimension structurelle de l'équivalence pour transformer
I'expression en fonction du but visé (réflexivité).

Sfard (1991) distingue les caracteres structural et procédural des concepts
mathématiques, ceux-ci étant percus soit comme des processus (procédural), soit
comme des objets (structural). Ces deux caractéres cohabitent lors de I’activité
mathématique. Par exemple, en ce qui concerne l'exécution du programme de
calcul « Prendre un nombre, lui additionner 3 et multiplier le résultat par 5 » pour
le nombre 7, au moins deux stratégies de calcul sont envisageables, 'une qui
privilégie le caractere procédural 7 +3 =10 et 10 x 5 =150, l'autre le caractere
structural du programme de calcul (7 +3) x5=10 x5 =50. Le premier sollicite
uniquement l'effectuation des calculs pas a pas. Le second nécessite
d’appréhender la structure de I'expression, résultat du programme de calcul, de
connaitre les priorités opératoires et le role des parenthéses pour savoir
représenter le programme de calcul et de mobiliser I'équivalence lors de la
recomposition. Selon Sfard (1991), dans l'apprentissage d'un concept, 1'éleve
mobilise souvent en premier son caractere procédural avant son caractére
structural.

Ainsi, nous avons montré qu'au-dela de l'activité générative pour travailler
I'analycité, l'aspect transformationnel de I'activité numérico-algébrique,
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notamment dans des taches de calcul, mobilise I'équivalence dans ses deux
dimensions opératoire et structurelle et peut favoriser 1'entrée dans la pensée
algébrique, avant 'usage du symbolisme algébrique.

1.2 Une praxéologie régionale relative aux expressions numériques

Nous nous situons dans le cadre de la théorie anthropologique du
didactique (TAD) (Chevallard, 1999) et nous utilisons le modele de praxéologie
mathématique comme modélisation de l'activité mathématique et des savoirs
qu’elle utilise et engendre. La pensée mathématique est associée a une activité
mathématique que nous décrivons par des praxéologies. Les praxéologies sont
décrites par des taches t qui relevent de type de taches T, et chacune d’elles étant
résolue par au moins une technique 1, justifiée par un discours justificatif appelé
technologie 0, lui-méme justifié par une théorie ®. Ces éléments forment une
praxéologie [T; T; 6; ®] dite ponctuelle.

Dans l'enseignement, les praxéologies ponctuelles ne peuvent pas vivre seules,
elles s’agregent selon différents niveaux de codétermination didactique, selon
I'organisation didactique mise en ceuvre dans les classes. Les praxéologies
ponctuelles s’agrégent autour d’'une méme technologie pour former une
praxéologie locale. Les praxéologies locales s’agrégent, a leur tour, autour d’une
méme théorie pour former une praxéologie régionale. Enfin, les praxéologies
régionales peuvent s’agréger en une praxéologie globale qui forme une discipline
(ici, les mathématiques).

Pour prendre en compte les évolutions de l'activité mathématique a la transition
entre primaire et secondaire, et les évolutions technologiques en jeu dans les
rapports institutionnels aux objets de savoir des programmes, il est nécessaire
pour le chercheur de se dégager du modeéle dominant de l'institution qu’il étudie
et de construire une référence pour analyser la transposition didactique (Bosch et
Gascon, 2005). De nombreux travaux contribuent a définir un modele
praxéologique de référence de l'algebre élémentaire (Ruiz-Munzén et al., 2020),
certains étant formalisés en termes praxéologiques avec un grain plus fin selon les

analyses visées (Grugeon-Allys et al., 2012; Pilet, 2015; Sirejacob, 2017).

Nous nous situons dans le prolongement des travaux de Bronner et
Larguier (2018) et de Bronner et Squalli (2021) sur la définition d’'un modele
épistémologique de référence de la pensée algébrique (MERPA) et étendons les
modeles praxéologiques de référence relatifs aux expressions algébriques
(Pilet, 2015) et équations (Sirejacob, 2017) aux expressions numériques pour
I'activité « numérico-algébrique ».
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Domaine de l'arithmétique Domaine de l'algébre
Sreelagie Pragéologie Pragéologie ’ '
. régionale : régionale : Praxéologie
reglona!e : Expression Equation régionale :
Expr(?s:¢,|on algébrique (Sirejacob, Formule
numerique (Pilet, 2015) 2017)

Figure 1. La praxéologie régionale sur les expressions numériques
(Pilet et Grugeon-Allys, 2021, p. 18)

Nous décrivons la praxéologie régionale relative aux expressions numériques en
termes de trois praxéologies locales : modéliser des relations dans un probléme de
généralisation, modéliser des relations entre les quantités connues et inconnues
d"un probleme additif et/ ou multiplicatif, calculer des expressions numériques.

L’enjeu de chaque praxéologie locale, décrit dans Pilet et Grugeon-Allys (2021), est
de caractériser I'activité numérico-algébrique visée a partir des taches relevant de
types de taches la caractérisant, des techniques pour les résoudre et des
technologies les justifiant. La praxéologie locale «calculer des expressions
numériques » est fondée sur les aspects épistémologiques de 1'activité numérico-
algébrique développés précédemment autour de I'équivalence de 1'égalité dans
ses dimensions opératoire et structurelle, les propriétés des nombres et des
opérations pour décomposer, recomposer des expressions numériques. Nous nous
centrons ici sur le type de taches T3.2: Effectuer un calcul réfléchi appuyé sur
I'usage des propriétés des nombres et des opérations (par exemple, 11 X §,
12 x 99,32 x 25,405 :5). Nous distinguons les techniques et technologies visées
par les taches relevant de T3.2 de celles potentiellement réalisées par les éleves
(par exemple, technique de calcul posé effectuée mentalement, technique en appui
sur des décompositions canoniques additives des nombres alors qu’une
décomposition multiplicative est plus pertinente), ce que nous précisons dans le
paragraphe 2.

Dans la suite de 1'article, nous caractérisons avec un grain plus fin le type de
tache T3.2 et I'opérationnalisons pour 1'analyse de manuels francais de fin de
primaire (CM2).



12

Revue québécoise de didactique des mathématiques

2. Praxéologie relative au calcul réfléechi T3.2 et plus
particuliérement multiplicatif

Pour analyser les manuels, nous avons eu besoin d’affiner le modele
praxéologique, le critere « type de tache » correspondant a un grain trop gros pour
'analyse des exercices de type T3.2.

Pour ce faire, en ce qui concerne le type de tache T3.2 : « Effectuer un calcul réfléchi
appuyé sur l'usage des propriétés des nombres et des opérations », nous avons
défini la méthode suivante en distinguant les types de calculs réfléchis selon
'opération en jeu, les variables de type de taches et les variables de taches.

2.1 Les types de calculs selon I'opération

Nous distinguons d’abord les types de calculs selon I'opération en jeu : T3.2.1 pour
un calcul additif, T3.2.2 pour un calcul soustractif, T3.2.3 pour un calcul
multiplicatif et T3.2.4 pour un calcul de division. Nous caractérisons ensuite plus
finement le calcul multiplicatif T3.2.3.

N

Partons d'un exemple pour introduire nos choix a partir de questions sur les
techniques et technologies utilisées pour faire un calcul réfléchi de méme nature
selon les décompositions - recompositions efficaces. Les deux calculs 16x25 ou
21x25 ne mettent pas en jeu les mémes propriétés des nombres, de la numération
décimale et des opérations pour décomposer - recomposer les expressions
numériques afin de dégager un calcul s’appuyant sur des faits numériques?
connus :

16 x 25 =4 x 4 x 25; comme 4 x 25 =100, l'application de l'associativité de la
multiplication conduit a 16 x 25 =4 x 100 = 400. Ce calcul multiplicatif réfléchi
16 x 25 vise a utiliser le fait numérique « 4 x 25 », ce qui est possible car 16 est un
multiple de 4. En revanche, 21 n’est pas un multiple de 4 et aucune décomposition
multiplicative ne permet une recomposition s’appuyant sur d’autres faits
numériques. Le calcul multiplicatif réfléchi 21 x 25 nécessite donc de s’appuyer
sur la décomposition canonique de 21, 2 x 10 + 1, pour engager 1'usage de la
propriété de distributivité de la multiplication par rapport a I'addition. En effet,
21 x25=20x25+25=250+25=275. La technique qui consiste a effectuer

3 Les faits numériques sont des résultats de calculs automatisés afin d’étre disponibles a 1'éleve
au cours d"un calcul. Par exemple, les tables, les doubles, les multiples de 25, les décompositions
multiplicatives de 100 sont des faits numériques. Dans I'institution scolaire frangaise, ils sont
explicitement répertoriés en fonction du niveau scolaire.
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mentalement I'algorithme de calcul posé de 21 par 25 s’appuyant sur les principes
de la numération décimale et la distributivité ne releve pas du calcul réfléchi.

Cet exemple met en évidence, pour un produit de deux nombres, 1'utilisation de
deux décompositions différentes (décomposition multiplicative ou décomposition
additive) qui conduisent a des techniques différentes et reposant sur des
technologies différentes. La technique s’appuyant sur la décomposition additive
met en jeu huit étapes : la décomposition additive canonique de 21, I'application
de la distributivité, le calcul de 20 x 25, qui lui-méme sollicite une technique de
décomposition multiplicative 20 = 2 x 10, I'associativité de la multiplication, le fait
numérique 2 x 25 = 50, la multiplication de 50 par 10 et I’addition de 250 et de 25.
La technique s’appuyant sur la décomposition multiplicative met en jeu quatre
étapes: la décomposition multiplicative de 16 en 4 x 4, 'associativité de la
multiplication, le fait numérique 4 x 25 =100 et la multiplication par 100. La
premieére technique est plus cotiteuse en nombre de décompositions, d’opérations
et d’application de propriétés que la deuxieme.

2.2 Lesvariables de types de tiches pour catégoriser les calculs selon leur
structure

Nous distinguons les variables de types de taches des variables de taches. Les
variables de types de taches (Chaachoua, 2018) ont pour role de catégoriser les
calculs selon la structure mise en jeu dans une décomposition efficace du calcul en
lien avec certaines propriétés des nombres et des opérations. Dans le calcul
multiplicatif, nous définissons deux variables de types de taches :

e VT1:nombre de facteurs du produit; c’est un nombre entier appartenant a
{2,3,....}

e VT2: structure du calcul {décomposition multiplicative (VT2.1),
décomposition additive (VI2.2)}, chaque décomposition visant a organiser
la décomposition-recomposition du calcul la moins cotiteuse, selon les
propriétés des nombres et des opérations en jeu, les répertoires
multiplicatifs connus dans l'institution, a un niveau scolaire donné.

Pour chaque type de décomposition, nous dégageons des sous-structures
(tableaux 1 et 2) pour affiner les critéres d’analyse des exercices des manuels. Nos
choix de sous-structures s’appuient sur les propriétés des nombres et des
opérations. Ils visent a produire une catégorisation, non exhaustive et pas unique,
permettant de distinguer des structures de calcul et d’y associer des calculs
pertinents au regard des enjeux d’apprentissage de chaque structure. Aussi, si un
produit se décompose de plusieurs fagons, nous retenons la plus pertinente, au
regard du coGit en nombre de décompositions, d’opérations et d’application de
propriétés, comme nous l'avons détaillé dans I'exemple du paragraphe 2.1. Par
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exemple, la structure multiplicative VT2.1.5* (tableau 1) est pertinente pour le
calcul 12 x 25, car la décomposition de 12 en 3 x 4 permet une recomposition
mobilisant le fait numérique 4 x 25 = 100 (Butlen et Pézard,1992). En revanche, la
structure additive VI2.2.1 (tableau 2) conduisant a décomposer canoniquement 12
en1 x 10 + 2 et appliquer la distributivité est plus cotiteuse, car elle ne permet pas
d’utiliser le fait numérique 4 x 25 = 100.

Pour VT2.1, la technique de décomposition multiplicative consiste a décomposer
multiplicativement au moins un des facteurs pour se ramener a des
recompositions portant sur des calculs multiplicatifs moins cotteux. La
technologie repose sur les faits numériques multiplicatifs (tables, doubles, etc.),
sur les propriétés de la multiplication (commutativité et d’associativité) et de la
division, et sur les équivalences d’écritures d’'un méme nombre.

Pour VT2.2, la technique de décomposition additive consiste a décomposer
additivement au moins un des facteurs en vue d’utiliser la distributivité de la
multiplication sur 1’addition et de se ramener a des recompositions portant sur des
calculs moins cotiteux, notamment la multiplication par une puissance de 10. La
technologie repose sur la numération décimale, sur les faits numériques
multiplicatifs et additifs (tables, compléments, etc.), sur la propriété de
distributivité de la multiplication sur l’addition, sur les propriétés de la
multiplication et de l'addition (commutativité et d’associativité) et sur les
équivalences d’écritures d"un méme nombre.

Dans le cas ot VT1 a pour valeur plus de deux facteurs, la technique correspond a
la réorganisation des facteurs par la commutativité et l'associativité de la
multiplication pour se ramener a des faits numériques supposés connus en
fonction du niveau scolaire ou a un des produits de deux facteurs (VT1 = 2).
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Tableaul: Les sous-structures pour VT1=2 facteurs A et B et VT2.1 =décomposition

multiplicative d’au moins un des facteurs du produit, non premier et différent de 2

Sous-structures de VT2.1

Commentaires et Exemples

VT2.1.1 A=3 et B se décompose

24x3=8%x3x3=8x9=72

VT2.1.2 A appartient a {4, 6, 8} et
B non divisible par 5

C’est la décomposition de 4, 6 et 8 en respectivement 2x2,
2x3, 2x2x2 qui est visée. Le cas ot B divisible par 5 est
pris en compte dans VI2.1.5.

4x16=2x(2x16)=2x32=64

VT2.1.3 B =k x 107, avec k non nul
de 1 et Axk connu ou se ramenant
aux autres cas

Nous excluons les calculs portant sur « multiplier par 10,
100, 1000 ».

17 x 20 =17 x2 x 10 = 34 x 10 = 340

17 x 40 = 17 x
(4x10) = (17 x2) x 2 x 10 =34 x 2 x 10 = 680

VT2.1.4 A=kx10n et B=k’'x10m,
avec k et k" non nuls différents de
1, kxk’ connu ou se ramenant aux
autres cas

800 x 30 = (8 x 3) x 100 x 10 =24000

VT2.1.5 A multiple de 5 et B pair

Ce cas vise des décompositions-recompositions utilisant
le fait numérique 2 x 5 =10 et ses équivalents comme
5=10:2.

48 x 5= (24 x2) x 5 =24 x (2 x 5) =24 x 10 = 240
48 x5 =48 x (10:2)=(48:2) x 10 =24 x 10 = 240
12x15=(2x6) x (5% 3) = (6 x 3) x 10 =180

VT2.1.5* Cas particulier : A
multiple de 25 et B divisible 4

Ce cas particulier vise des décompositions-recompositions
utilisant le fait numérique 4x25=100 et ses équivalents.

32 x25=8x4x25=8 %100 =800

32 x25=32x(100:4) = (32:4) x 100 = 8 x 100 = 800
12 x25=3 x4 x 25 =3 x 100 = 300

125 x 8 =5 x 25 x 4x 2 =100 x 10 = 1000

VT2.1.6 A multiple de 5 et B
impair

Ce cas particulier vise des décompositions-recompositions
utilisant le fait numérique 5=10 :2.

13x5=13x5=(13x10):2=65
13 x 50 = (13 x 100) : 2 = 1300 :2 = 650
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Tableau 2 : Les sous-structures pour VT1 = 2 facteurs A et B et VI2.2 = décomposition additive,
pour au moins un des facteurs du produit permettant de se ramener a un résultat intermédiaire
connu a partir de 'usage de la propriété de distributivité

Sous-structures de VT2.2 Commentaires et Exemples

VT2.2.1 Décomposition 12x13=12x(10+3)=12x10+12x 3

canonique 12x13=(10+2)x13=10x 13 +2 x 13

VT2.2.2 Décomposition non 12x26=12x (25+1)=12x25+12 =300 + 12 =312

canonique Sachant que 37 x 63 = 2331, calculer 37 x 630, 37 x 126,
37 %73

VT2.2.2* Cas particulier. Un des Technique du pivotement

facteurs es.t multiple de 10~ +1, 13 x 101 = 13 x 100 + 13

avec 1 entier naturel non nul : 11,

101, 1001, etc. L’autre facteuraau 13 x11=13x (10+1) =13 x 10 +13 =143

moins 2 chiffres

VT2.2.2** Cas particulier. Undes  Technique du pivotement
facteurs est de la forme 10n-1, avec _

n entier naturel non nul : 19, 29, 13x19=13x20-13

39, etc., 199, etc. 13x99=13 x100-13

2.3 Les variables de taches pour définir des familles de taches sur une
méme structure de calcul

Les variables de taches visent a définir des familles de taches autour d’'une méme
catégorie de type de taches donné (Grugeon-Allys et al., 2022; Jolivet et al., 2021).
Elles sont codées « Vt » pour les distinguer des variables de types de taches codées
« VT ». Les variables concernent les nombres impliqués dans le calcul (taille et
nature des nombres, etc.) et le nombre de décompositions et de recompositions
impliquées dans le calcul. Nous énumérons ci-dessous les variables et leurs
valeurs potentielles :

e Vil : La taille des nombres : de 1'ordre des unités, des dizaines, etc.
e Vi2:Lanature des nombres

e Vit2.1: Naturels, décimaux,

e Vt2.2: Nombres familiers: ceux présents dans les tables de
multiplication jusqu’a 12, ceux avec plusieurs décompositions
multiplicatives comme 8, 12, 16, 18, 24, 32, 36, 48 (et 72 et 81), ceux
avec des recompositions multiplicatives connues de 5 et de 2, de 25
et de 4, etc. en puissances de 10,
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e Vi3 : L' ordre des facteurs

e Vi3.1 La position du facteur multiplicatif dans le produit, selon qu’il
induise une décomposition a droite ou a gauche du signe opératoire
(différence entre 19 x 53 et 53 x 19). Cette variable est en lien avec la
commutativité de la multiplication,

e V3.2 Pour un produit d’au moins trois facteurs, s’il y a nécessité
d"une réorganisation ou pas (commutativité et associativité),

e Vt4: La réécriture a la charge de 1'éleve ou pas (Oui/Non). Si oui, cela
concerne le nombre d’étapes de réécritures, le nombre de propriétés mises
en jeu dans les techniques, I'ancienneté des propriétés.

Dans la partie suivante, nous opérationnalisons 1’analyse en variables de types de
taches et en variables de taches pour étudier les potentialités de deux manuels
scolaires francais a favoriser l'activité numérico-algébrique dans les taches
relevant du calcul réfléchi multiplicatif T3.2.3., c’est-a-dire les dimensions
structurelle et calculatoire de l'équivalence et la valeur monstrative des
expressions numériques.

3. Analyse de manuels

Notre analyse des textes officiels francais de cycle 3* (9-12 ans) a révélé que, bien
que limitées, des potentialités curriculaires existent pour développer l'activité
numérico-algébrique sur le cycle3 (Pilet et Grugeon-Allys, 2021). C'est en
particulier le cas pour le calcul réfléchi ot les propriétés des opérations, méme si
elles ne sont pas explicitées aux éléves, participent aux transformations
(décomposition et recomposition) opérées sur les expressions numériques. La
valeur des expressions numériques et le statut de I'équivalence sont pris en
compte. Nous nous interrogeons sur la fagon dont les auteurs de manuels de
cycle 3 se sont emparés ou non de ces potentialités pour le calcul multiplicatif
réfléchi.

L’analyse en variables de types de taches et de taches nous permet de préciser
notre questionnement. Nous cherchons a analyser quelles sont les structures de
calculs (VT2.1 et VT2.2) travaillées dans les taches prescrites par les manuels et
avec quels nombres, sans questionner leur exploitation par les enseignants. Nous

4 En France, 'enseignement est structuré en cycles d’apprentissage. Le cycle 3 s’étale des deux
derniéres années de I'école primaire (CM1-CM2, 9-11 ans) a la premiere année du secondaire
(college, 6¢, 11-12ans). C’est au début du cycle 4 (classe de 5e) que l'algebre est officiellement
introduite.
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pourrons ainsi questionner, d'une part, une incomplétude éventuelle de la
praxéologie T3.2.3 « Effectuer du calcul réfléchi multiplicatif » et, d’autre part, la
pertinence des calculs proposés au regard du cott des techniques.

3.1 Présentation des manuels analysés

Le cycle 3 étant composé de trois niveaux scolaires, nous avons choisi de
restreindre notre analyse au niveau intermédiaire du Cours Moyen deuxieme
année, (CM2, éleves de 10-11 ans) qui est la derniere année de I'école primaire.
L’introduction du symbolisme alphanumérique a lieu deux années plus tard dans
les textes officiels.

En France, il existe une grande diversité dans les manuels de 1'école primaire
(Mounier et Priolet, 2015), ce qui rend difficile une analyse exhaustive. Nous avons
restreint notre analyse a deux manuels. En France, un manuel est souvent composé
de plusieurs ouvrages comme le livre de I'éléve avec tout ou une partie des taches,
et le guide de l'enseignant qui précise les choix réalisés, conseille I'enseignant pour
la mise en ceuvre des taches et présente des taches qui ne seraient pas visibles dans
le livre de I’éleve. Un fichier a destination de I'éleve dans lequel il peut écrire ses
réponses est souvent disponible en complément. Nous analysons ici le livre de
I'éleve et le guide de I'enseignant. Le premier manuel est Cap Maths, édition 2017,
chez Hatier (Charnay et al., 2016a, 2016b). Le second manuel est Maths explicites,
édition 2016, chez Hachette (Castioni et al., 2016a, 2016b). Nous les avons retenus
parce qu’ils présentent des potentialités pour développer l'activité numérico-
algébrique a travers le calcul réfléchi multiplicatif, mais avec des différences
marquées comme nous le développons dans les paragraphes suivants. Toutefois,
ces manuels ne sont pas représentatifs de 'ensemble, nous restons donc prudentes
quant a une généralisation des résultats au niveau des praxéologies enseignées
en CM2.

3.2 Méthodologie
Nous restreignons notre analyse aux entiers.

Nous analysons les taches de calcul réfléchi multiplicatif présentes dans le livre de
I'éleve ou dans le guide de l'enseignant sans calculatrice. Nous analysons
également la ou les techniques attendues par le manuel. Elles sont décrites soit
dans I’énoncé donné a I'éléve par l'intermédiaire de la consigne ou d"un exemple,
soit dans les indications données a I'enseignant dans le guide de I'enseignant.

Nous dénombrons les calculs proposés et associons chacun a la structure de calcul
(tableaux 1 et 2) qui lui correspond. Nous dégageons les principales valeurs de
variables de taches présentes en faisant référence a la numérotation des variables
introduites dans la deuxieme partie (Vti). Lorsqu’'un manuel propose plusieurs
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techniques pour un méme calcul, sans les hiérarchiser, nous associons le calcul a
la technique la moins cotiteuse, selon nos analyses, tout en indiquant que ce n’est
pas la seule attendue du manuel. De plus, lorsqu’un manuel propose de travailler
une structure de calculs avec des nombres non pertinents (décomposition non
adaptée, nombres ne faisant pas intervenir un fait numérique, etc.), nous
I'indiquons dans nos analyses.

Enfin, en lien avec la technologie de la praxéologie travaillée, nous analyserons les
ostensifs privilégiés, comme les arbres de calculs, les écritures numériques en
ligne, les formulations orales pour accompagner les calculs en ligne (exemples de
5 x 16, calculer 5 fois 16, c’est 5 fois 10 plus 5 fois 6), etc.

3.3 Le calcul réfléchi multiplicatif dans le manuel Maths explicites

Les themes de calcul réfléchi sont annoncés dans la programmation du livre de
I’éleve, mais les taches figurent uniquement dans le livre de I’enseignant. Elles sont
organisées en 77 «legons » (par exemple « multiplier par 5 un nombre a deux
chiffres ») autour des quatre opérations et réparties par période d’enseignement.
Vingt-deux (22) lecons concernent la multiplication. Nous en retenons 14 pour le
calcul réfléchi multiplicatif sur les entiers. Pour chaque lecon, comme celle
présentée dans la figure 2, au-dela de la compétence a travailler, le guide de
I'enseignant propose une technique et des taches.

Compétence : « Multiplier par 25, 250 ».

Stratégie : 25 est le quart de 100, il y a 4 x 25 dans 100. Il est donc possible de
multiplier par 100 et de diviser par 4. 12 x 25 = (12 x 100): 4 =1 200:4 =300
Items: 13 x 25; 8 x 25; 6 x 25; 11 x 25; 30 x 25.

Figure 2. Extrait du guide de I'enseignant de Maths explicites
pour la lecon numéro 15 (Castioni et al., 2016b)

L’analyse de '’ensemble des calculs est présentée dans les tableaux 3 et 4. Nous
dénombrons un total de 111calculs dont 36 pour les décompositions
multiplicatives et 75 pour les décompositions additives. Les produits sont
uniquement a deux facteurs (VT1 =2). Les sous-structures absentes sont au
nombre de deux pour les décompositions multiplicatives (VT2.1.1 et VI2.1.2) et
d’'une pour les décompositions additives (VI12.2.2) puisque les décompositions
additives non canoniques ne sont pas traitées. La moitié des calculs (57/111)
portent sur les décompositions additives canoniques (VT2.2.1). Les
décompositions multiplicatives sont travaillées lorsqu’un facteur est divisible par
une puissance de 10 ou est égal a 5 ou 25. Ainsi, les décompositions multiplicatives
de nombres familiers du répertoire multiplicatif (comme 4, 12, 15) ne sont pas
abordées (Vt2.2), le manuel renvoie a une décomposition canonique (lecons 50



20

Revue québécoise de didactique des mathématiques

et 59, figures 3 et 4). La technologie travaillée est donc majoritairement portée par

la propriété de distributivité et la numération décimale.

De plus, lalecon 42 « Multiplier 2 nombres entiers a 2 chiffres » (tableau 4, V12.2.1)
repose sur des calculs avec décomposition additive canonique qui vont au-dela
des faits numériques a mémoriser indiqués dans les programmes (Vt2.2). Nous les
avons conservés dans nos analyses tout en les distinguant des autres, méme s’ils

ne sont pas de bons candidats pour travailler VT2.2.1.

Tableau 3 : Les produits de deux facteurs A x B dans le cas d"une décomposition multiplicative,

dans Maths explicites (VT1 = 2 facteurs A et B et VI2.1 = décomposition multiplicative)

Sous-structures de VT2.1

Nombre de calculs, commentaires et exemples

VT2.1.1 A =3 et B se décompose

0

VT2.1.2 A appartient a {4, 6, 8} et 0
B non divisible par 5
VT21.3B =k x 101, avec knonnul 6 calculs

différent de 1 et A x k connu ou se
ramenant aux autres cas

Lecons 9 et 11 : Multiplier par un multiple de 10, par 20,
200, 30, 300, par 40, 400, 50, 500

Exemples : 7 x 20, 12 x 200

VT2.1.4 A=kx10n et B=k'x10m,
avec k et k’ non nuls différents de
1, k x k' connu ou se ramenant aux
autres cas

6 calculs et 10 dans le livre de 1'éleve>

Lecons 9 et 11 : Multiplier par un multiple de 10, par 20,
200, 30, 300, par 40, 400, 50, 500

Exemples : 80 x 30, 60 x 300

VT2.1.5 A multiple de 5 et B pair

7 calculs

Legon 28 : Multiplier par 5 un nombre a deux chiffres et
Legon 15 : Multiplier par 25, 250

Exemples : 5 x 24,5 x 34;5 x 18; 5 x 38, 5 x 82, 5 x 74;
6 x 25

VT2.1.5* Cas particulier : A
multiple de 25 et B divisible 4

3 calculs
Legon 15 : Multiplier par 25, 250
Exemples : 12 x 25; 8 x 25; 30 x 25

5 Nous avons ajouté ces dix calculs figurant exceptionnellement dans le livre de I'éleve.



21

L’activité numérico-algébrique dans des manuels scolaires frangais de primaire...

VT2.1.6 A multiple de 5 et B
impair

4 calculs

Legons 28 et 15 : Multiplier par 5 un nombre a deux
chiffres et Multiplier par 25, 250

Exemples : 5 x 63; 5 x 25; 13 x 25; 11 x 25

Tableau 4 : Les produits de deux facteurs A X B dans le cas d'une décomposition additive, dans
Maths explicites (VT1 = 2 facteurs A et B et VI2.2 = décomposition additive)

Sous-structures de VT2.2

Nombre de calculs, commentaires et exemples

VT2.2.1 Décomposition
canonique

51 calculs + 6 calculs qui vont au-dela des faits
numériques

Legons : 36 : Calculer le triple d'un nombre a 2 chiffres
(avec retenue), 20 : Calculer le quadruple d"un nombre,
52 : Multiplier un nombre par un nombre a 1 chiffre sans
retenue, 40 : Multiplier un nombre de 2 chiffres par un
nombre d’un chiffre avec retenue, 42 : Multiplier 2
nombres entiers a 2 chiffres, 50 : Multiplier par 11, 12... 15
un nombre a un chiffre, 59 : Multiplier par 12 et 15

Exemples : triple de 47, quadruple de 86, 8 x 401, 84 x 7,
23 x12,34 x 15

VT2.2.2 Décomposition non 0
canonique
VT2.2.2* Cas particulier. Un des 9 calculs

facteurs est multiple de 10"+ 1,
avec n entier naturel non nul : 11,
101, 1001, etc. L’autre facteur a au
moins 2 chiffres

Lecons 30 et 39 : Multiplier par 99, 101, Multiplier par 11
(nombres inférieurs a 100)

Exemples : 11 x 24; 11 x 56; 101 x 24

VT2.2.2** Cas particulier. Un des
facteurs est de la forme 10n-1,

avec n entier naturel non nul : 19,
29, 39, etc., 199, etc.

9 calculs

Legons 10 et 30 : Multiplier par 9, Multiplier par 99, 101,
Exemples : 13 x 9,22 x 9,99 x 24

Compétence : « Multiplier par 11, 12... 15 un nombre a un chiffre » (23 x 12 =7).
Stratégie : On multiplie d’abord le nombre par 10 puis par le chiffre des unités et
on additionne les 2 produits. 23 x 12 = (23 x 10) + (23 x 2) =230 + 46 = 276
Items:56 x 12; 86 x 13; 42 x 14; 28 x 15; 47 x 11; 51 x 13.

Figure 3. Extrait du guide de l'enseignant de Maths explicites pour la lecon numéro 50

otl les décompositions additives canoniques sont privilégiées par rapport
aux décompositions multiplicatives (Castioni et al., 2016b)
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Compétence : « Multiplier par 12 et 15 ».

Stratégie: 14 x 12 =14 x (10 +2) = (14 x 10) + (14 x 2) =140 + 28 =168

Quand je multiplie un nombre par 12, j’additionne le produit du nombre par 10 et
le produit du nombre par 2.

Stratégie : 14 x 15=(14x10) + (14 x5) = (14 x 10) + [(14 x 10) : 2] =140+ 70 =210
Quand je multiplie un nombre par 15, j’additionne le produit du nombre par 10 et
la moitié du produit obtenu.

Items: 21 x 12; 21 x 15; 34 x 12; 34 x 15; 42 x 12; 42 x 15.

Figure 4. Extrait du guide de l'enseignant de Maths explicites pour la lecon numéro 59
ol les décompositions additives canoniques sont privilégiées par rapport
aux décompositions multiplicatives (Castioni et al., 2016b)

Du coté des variables de taches, les nombres (Vtl) sont majoritairement a
2 chiffres, parfois a 3 chiffres. Nous avons analysé les nombres entiers, mais des
calculs portent sur les décimaux (Vt2.1). La position du facteur multiplicatif a
décomposer dans le produit varie sur quelques cas (Vt3.1). Des calculs pourraient
donner lieu a une comparaison des techniques proposées (Vt4), mais ce n’est pas
la dans ce qui est suggéré a 1'enseignant alors que cette comparaison pourrait étre
profitable a I’apprentissage futur de I'algébre. Par exemple, dans la lecon 10, c’est
la multiplication par 9 qui est présentée avec une technique de décomposition de
type pivot o9 est décomposé en 10-1. Plus tard, dans la lecon 40, c’est la
multiplication d'un « Multiplier un nombre de 2 chiffres par un nombre d'un
chiffre avec retenue » qui est traitée par une décomposition additive canonique du
nombre a deux chiffres. Le calcul 62 x 9 est proposé avec une décomposition
canonique de 62 sans qu’un retour sur la technique de la lecon 10 ne soit suggéré.
La place du raisonnement laissé a la charge de 1'éleve est donc réduite (Vt4)
puisque le manuel semble attendre que les éléves transposent la technique
suggérée dans l'exemple sur les autres calculs de la lecon méme s’ils ont appris
une autre technique auparavant.

De plus, pour décrire et justifier les techniques, le manuel propose des discours
technologiques de plusieurs natures. Un discours technologique appuyé par des
écritures en ligne, dans lesquelles les décompositions et recompositions sont
apparentes par 'intermédiaire de parenthéses, est toujours présent. Un discours
technologique ostensif et mnémotechnique, non porté par les propriétés
mathématiques, est également présent avec des formulations qui proposent des
« astuces » (par exemple, lecon 39, pour multiplier par 11 un nombre a deux
chiffres : « Une astuce consiste a placer entre les 2 chiffres du nombre leur somme :
1 (1 +5) =+165 »). L’analyse du livre de I'éleve autour de la multiplication dévoile
également un discours technologique simplificateur de la multiplication par un
multiple de 10, illustré par des fleches (figure 5).
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ﬁ = =
oot APPRENONS ENSEMBLE o

!
L "',,__'".-'.-
B Recopie et compléte.
70 x 80 = (7 x 10} x (8 x 10) 70 x 80 = & 600
=56 x 100 = 5 600 L A

Figure 5 : Extrait du livre de I'éléve de Maths explicites pour décrire une technique
de multiplication par un multiple de 10 (Castioni et al., 2016a, p. 54-55)

3.4 Le calcul réfléchi multiplicatif dans le manuel Cap Maths

Une moitié des calculs réfléchis multiplicatifs apparait dans le livre de I’éleve dans
les pages de calculs réfléchis intitulées « Fort en calcul mental » et réparties tout
au long de l'année. Les calculs sont donnés avec la consigne « Calcule » ou
« Calcule mentalement » parfois complétée de « Explique comment tu as trouvé
les réponses ». Aucune autre consigne ou indication n’est donnée, notamment sur
la structure du produit ou les propriétés des nombres. L’autre moitié des calculs
est présente dans le guide du maitre. C’est dans ce guide que les techniques sont
décrites et justifiées et que des indications de gestion et de formulation sont
données a I'enseignant. Par exemple, seul I'enseignant est informé du fait qu'un
ensemble d’exercices regroupe des calculs autour d'une méme thématique, comme
I'un des facteurs est 25, 11, 12.

Le manuel Cap Maths traite des produits de deux facteurs uniquement (VT1 = 2)
et toutes les sous-structures, multiplicatives et additives, sont traitées (VT2,
tableaux 5 et 6). Au total, 173 calculs réfléchis multiplicatifs sont codés dont 110
pour les décompositions multiplicatives et 53 pour les décompositions additives.
Cap Maths met I’accent sur les décompositions multiplicatives, notamment autour
des nombres familiers divisibles par 15 et des nombres 12, 24, 48. Le jeu sur la
variable de taches Vt2.2 est important. Ajoutons, de plus, qu’en amont du calcul
réfléchi multiplicatif, le manuel propose du calcul automatisé multiplicatif qui met
'accent sur des décompositions multiplicatives. Par exemple, il est demandé de
trouver le plus possible de fagons d’écrire des nombres des répertoires connus
(28,7,40, 64, 72, etc. ) sous la forme « ... X.... ».
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Tableau 5 : Les produits de deux facteurs A X B dans le cas d’une décomposition multiplicative,
dans Cap Maths CM2 (VT1 = 2 facteurs A et B et VI2.1 = décomposition multiplicative)

Sous-structures de VT2.1

Nombre de calculs, commentaires et exemples

VT2.1.1 A =3 et B se décompose

1 calcul avec une décomposition additive

Exemple:24 x 3

VT2.1.2 A appartient a {4, 6, 8} et
B non divisible par 5

4 calculs avec une décomposition additive

Exemples : 12 x 8,26 x 4

VT2.1.3 B =k x10v, avec k non nul
différent de 1 et Axk connu ou se
ramenant aux autres cas,

54 calculs

Exemples : 700 x 4, 20 x 13,12 x 20

VI214A=kx10netB=k" x 10m
, avec k et k' non nuls différents de
1, kxk’ connu ou se ramenant aux
autres cas

3 calculs

Exemples : 40 x 30, 60 x 20

VT2.1.5 A multiple de 5 et B pair

35 calculs dont 29 avec une décomposition additive

Exemples : 24 x 5,35 x 4, 22 x 25

VT2.1.5* Cas particulier : A
multiple de 25 et B divisible 4

8 calculs dont 6 avec une décomposition additive

Exemples : 25 x 12, 8 x 25,24 x 25

VT2.1.6 A multiple de 5 et B
impair

5 calculs avec une décomposition additive Exemples :
15%x5,75%x5

Tableau 6 : Les produits de deux facteurs A X B dans le cas d'une décomposition additive, dans
Cap Maths CM2 (VT1 = 2 facteurs A et B et VT2.2 = décomposition additive)

Sous-structures de VT2.2

Nombre de calculs, commentaires et exemples

VT2.2.1 Décomposition
canonique

17 calculs dont 5 avec une décomposition multiplicative
Exemples: 23 x 12,14 x 25,104 x 7

VT2.2.2 Décomposition non
canonique

5 calculs

Exemple : 37 x 73 sachant 37 x 63 = 2331

VT2.2.2* Cas particulier. Un des
facteurs est multiple de 10"+ 1,
avec n entier naturel non nul : 11,
101, 1001, etc. L’autre facteur a au
moins 2 chiffres

21 calculs dont 1 avec une décomposition additive (61 x 5)

Exemples : 29 x 11,18 x 11, 25 x 101

VT2.2.2** Cas particulier. Un des
facteurs est de la forme 10n-1,
avec n entier naturel non nul : 19,
29, 39, etc., 199, etc.

10 calculs

Exemples : 15 x 9,12 x 19,49 x 4
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Une spécificité de Cap Maths est de proposer, lorsque c’est possible, au moins
deux décompositions, une additive et une multiplicative, mais en hiérarchisant
rarement les techniques associées (cf. figures 6 et 7 sans hiérarchisation et figure 8
avec hiérarchisation). D’ailleurs, a ce propos, Butlen (2007) questionne 1’apport
d’une plus grande maitrise de procédures de calcul diversifiées et d"une plus
grande disponibilité de propriétés des nombres et des opérations sur
I'automatisation de la reconnaissance d’opérations arithmétiques dans Ila
résolution des problemes arithmétiques. C'est pourquoi, pour dénombrer les
calculs de chaque structure, nous avons fait le choix de comptabiliser chaque calcul
pour la structure la plus pertinente qu’il peut faire intervenir, au regard des
propriétés en jeu et du cott, par exemple une technique reposant sur une
décomposition multiplicative de 12 pour 12 x 25.

Cette spécificité de Cap Maths conduit a laisser a la charge de I'éléve le choix d"une
décomposition. Toutefois, sans indication supplémentaire de la part de
Cap Maths, on peut se demander si ce choix ne risque pas de renforcer les
techniques reposant sur des décompositions additives, connues des éleves depuis
plusieurs années, souvent fréquemment rencontrées et avec un domaine
d’application plus grand (tout nombre peut se décomposer additivement
canoniquement), mais parfois plus cotiteuses.

: EXERCICES

© Ces exercices sont |'occasion pour les éléves d'utiliser les procédures
et propriétés mises en évidence lors de la recherche. Pour calculer ces
© produits, il est possible de décomposer un des facteurs sous forme de
: somme ou de produit.

- Exemple : pour 25 x 12 on peut s'appuyer :

 —soit sur la décomposition de 12 en 10 + 2 ;
+25x12=25x(10+2)=(25 x 10) + (25 x 2) =250 + 50 ;

© — soit sur la décomposition de 12 en 4 x 3 :
$25x12=25x{4x3)=(25%x4)x3=100x 3.

* La décomposition de 12 en produit aurait aussi pu étre : 2 x 6.

- Dans tous les cas, veiller & utiliser des formulations relevant de trois
© registres et a les mettre en relation :

Figure 6 : Extrait du guide du maitre de Cap Maths pour 25 x 12 (Charnay et al., 2016b, p. 19)

Le fait de ne pas hiérarchiser les techniques ne permet pas de mettre en valeur une
technique plutdt qu'une autre, avec un domaine d’application plus vaste. Nous
interrogeons, par exemple, le choix du nombre 15 pour illustrer des techniques de
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multiplication par 5. Les propriétés de 15 offrent plusieurs décompositions et
recompositions dont certaines sont spécifiques a « multiplier par 15 » et non a
« multiplier par 5 » (par exemple calculer 30 x 5 et diviser par 2, utiliser le fait
que 15 x 4 = 60). Il nous semble que cela limite la portée de la technique consistant
a multiplier par 10 et diviser par 2 pour multiplier par 5.

Il n’y a pas de stratégie générale pour multiplier par 5 ou 50,
Pour 15 x 5, différentes stratégies peuvent étre ufilisées :

— calculer 10 x 5, puis 5 % 5 et faire la somme des résultats ;

— multiplier 15 par 10 puis diviser le résultat par 2 ;

— calculer 30 x 5 puis diviser par 2 ;

— s'appuyer sur le fait que 15 x 4 = 60 est connu et lui ajouter 15....

Figure 7 : Extrait de Cap Maths quand un des facteurs est 5 ou 50 (Charnay et al., 2016b, p. 73)

Dans les calculs proposés, la place du nombre a décomposer dans le produit varie
(Vt3.1), par exemple dans la figure 8, ce qui peut donner lieu a des décompositions
«a droite » ou «a gauche » et a travailler la commutativité de la multiplication.
De plus, l'enchainement des calculs proposés peut donner lieu a d’autres
décompositions que celle attendue. Par exemple, dans la figure 8, utiliser le fait
que 30 est le double de 15 pour calculer 11 x 30 connaissant 15 x 11. Nous
retrouvons ici une caractéristique de Cap Maths, les familles de nombres choisies
ne permettent pas de travailler exclusivement la technique s’appuyant sur la
décomposition canonique de 11 en 10 + 1 pour multiplier un entier par 11. Elles
permettent de réinvestir (ou de découvrir) d’autres techniques qui font appel a
d’autres propriétés des opérations et des nombres. Cela n’est pas suggéré a
'enseignant et donc laissé potentiellement a la charge des éleves (Vt4).

o Calculs dictés : un des facteurs est 11
a.8x11 b.12x11 e.15x11 d.11x30 e.11x25
f£10x11 g 11x11 h.20x11 & 23x11 J. 29x11

cuoe: 2.8 h.132 165 d.330 275 £110 g.121
Fh.220 Q253 319,

imanve: a.77 bo154 385 d.550 e 242 £330 g.231
h.660  i.198.

La stratégie qui consiste a multiplier le nombre par 10 ef i ajou-
ter ce nombre au résultat obtenu est souvent la plus efficace : cela
revient 4 décomposer 11 en 10 + 1. Mais cette procédure n’est pas
toujours la plus simple, par exemple

—pour 11 = 30, il est plus simple de multiplier 11 par 3, pus le
résultat obtenu par 10 ;

— pour 10 = 11, le résultat peut étre écrit directement.

Figure 8 : Extrait du guide du maitre de Cap Maths quand un des facteurs est 11
(Charnay et al., 2016b, p. 73)
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Cap Maths est sensible a la dimension ostensive de l'activité mathématique.
En effet, le manuel insiste sur 'importance d’accompagner les décompositions et
recompositions par différentes formulations (figures 9 et 10) et d’amener les éleves
aux écritures en ligne (appelées «formulation symbolique » ou «langage
mathématique ») dont nous avons souligné I'importance. Toutefois, notons que
cette richesse n’est pas toujours exploitée. Les écritures en ligne ne sont que
partielles dans beaucoup d’exemples ot1 I'égalité ne figure pas (figures 7 et 8).

. — formulation schématique :

rectangle de 25 lignes 12 colonnes
décomposé en deux rectangles :
I'un de 25 lignes et 10 colonnes et
I"autre de 25 lignes et 2 colonnes

25 = 10

25x 2

ou 12 paquets de 25 objets décomposés en 10 paquets de 25 objets
- et 2 paquets de 25 objets ;

- — formulation verbale :
+ 12 fois 25, c'est 10 fois 25 et encore 2 fois 25 ;

.~ formulation symbolique :
1 25%12=25x(10+2) =(25 x 10) + (25 x 2).

Figure 9 : Extrait du guide du maitre de Cap Maths pour 25 x 12 (Charnay et al., 2016b, p. 19)

Il est important de faire formuler les méthodes utilisées :

— en langage ordinaire

99 fois 64, ¢’est 100 fois 64 et il faut enlever 1 fois 64 ;

— puis en langage mathématique

64 x 99 = (64 x 100) — (64 x 1).

= Ces formulations peuvent prendre un caractére plus général, par
exemple : « on décompose un des facteurs et on multiplie I’autre
facteur par chacun des nombres de la décomposition, puis on
ajoute les deux résultats ». Mais elles ne donnent pas lieu a des

Figure 10 : Extrait du guide du maitre de Cap Maths pour 64 x 99 (Charnay et al., 2016b, p. 19)
3.5 Comparaison des manuels et bilan

Les analyses de ceux manuels font ressortir des caractéristiques assez différentes.
Cap Maths contient plus de calculs multiplicatifs réfléchis que Maths explicites et
traite toutes les structures de deux facteurs méme si certaines ont une faible
occurrence. Les structures de décompositions multiplicatives (VT2.1) sont
travaillées autant que celles de décompositions additives (VT2.2). Cap Maths ne
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suggere a 'enseignant ni de systématiser une technique ni de hiérarchiser les
techniques entre elles mais le guide de l'enseignant met en avant la diversité des
techniques possibles pour un méme calcul. Les nombres rencontrés favorisent ce
choix et la réécriture est laissée a la charge des éleves.

Maths explicites traite la majorité des structures de deux facteurs (VT2), mais les
décompositions multiplicatives (VT2.1) ne sont que partiellement travaillées,
"accent est mis sur les décompositions additives canoniques (VT2.2.1). Le manuel
systématise le travail d'une technique en explicitant la sous-structure (multiplier
par 11, par un nombre a deux chiffres). C’est 'application d’un modéle au sein
d’un ensemble de calculs ayant la méme structure qui est attendu, ce qui limite la
responsabilité laissée aux éléves pour reconnaitre différentes structures. Seuls
quelques exercices pourraient étre propices a un réinvestissement des techniques
rencontrées et a laisser a 1’éleve le choix d"une technique appropriée, mais cela
n’est pas suggéré.

Enfin, du co6té des ostensifs utilisés pour décrire les techniques et les justifier,
Cap Maths en propose une diversité, mais sans que les écritures en ligne ne soient
systématiquement écrites. Le manuel Maths explicites s’appuie également sur des
formulations verbales et des écritures en ligne, ces derniéres étant toujours
présentes. Mais certaines formulations sont orientées sur I'application de recettes
ou de regles peu appuyées par des justifications mathématiques (comme dans la
tigure 5).

Ainsi, la praxéologie T3.2.3 sur le calcul réfléchi multiplicatif est compléte dans
Cap Maths et relativement compléte dans Maths explicites, ce dernier manuel
insistant sur les décompositions additives canoniques. Ces deux manuels offrent
donc des potentialités pour travailler les aspects épistémologiques des expressions
numériques et favoriser I’activité numérico-algébrique. Toutefois, les analyses font
ressortir des faiblesses dans chaque manuel comme la limitation a l'application
d"un « modele » de calcul a partir d'un exemple pour Maths explicites et un faible
nombre de calculs visant a systématiser une technique reposant sur une
décomposition multiplicative (choix de valeurs de variables de taches (Vti),

notamment Vt2.2, faible) pour Cap Maths.
Conclusion

En conclusion, l'activité numérico-algébrique repose sur plusieurs aspects
épistémologiques des expressions algébriques communs a ceux des expressions
numériques : les dimensions structurelle et calculatoire de I'équivalence, la valeur
monstrative des expressions numériques et algébriques, 1'analycité dans la
résolution de problemes, notamment de généralisation, la mise en relation des
données connues et des inconnues dans les problemes numériques des champs
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additifs et multiplicatifs. Notre caractérisation des praxéologies mathématiques
relevant de l'activité numérico-algébrique met a jour trois organisations
mathématiques locales, et celle sur le calcul sur les expressions numériques a fait
'objet d'un développement plus fin dans ce texte. Nous avons centré I'étude sur
le calcul réfléchi (T3.2) et caractérisé les variables de types de taches et les variables
de taches pour le type de tache relatif au calcul réfléchi multiplicatif (T3.2.3). Cette
caractérisation permet de distinguer des structures de calculs en fonction des
propriétés des nombres et des opérations mises en jeu. Pour le calcul multiplicatif,
deux structures principales ressortent: celles favorisant une décomposition
multiplicative et celles favorisant une décomposition additive. Elles reposent sur
des techniques et des technologies différentes.

L’analyse de deux manuels scolaires de CM2 met en évidence des potentialités
dans les deux manuels pour travailler des aspects épistémologiques de 1'activité
numérico-algébrique comme la valeur monstrative d'une expression numérique,
les propriétés des nombres et des opérations. Mais I'analyse dévoile aussi des
faiblesses et disparités importantes qui seraient certainement a examiner par
'analyse d’une plus grande diversité de manuels de cycle 3, notamment la place
des décompositions multiplicatives et des écritures numériques. Ces disparités
peuvent affaiblir les potentialités repérées et limiter le travail sur les aspects
épistémologiques des expressions numériques qui seront communs avec ceux des
expressions algébriques rencontrées dans l'enseignement secondaire par les
éleves.

La méthodologie d’analyse de manuels consistant a caractériser les taches en
termes de variables de types de taches et de variables de taches s’avere opératoire
pour décrire finement les calculs réfléchis multiplicatifs travaillés et les aspects
épistémologiques présents. Toutefois, elle serait a compléter par une étude plus
systématique de la chronologie des calculs et de leur répartition. De plus, la
caractérisation par des variables de types de taches et des variables de taches reste
a faire pour les calculs réfléchis additifs (T3.2.1), soustractifs (T3.2.2) et de division
(T3.2.4). Elle pourrait également étre une référence pour définir des supports
d’enseignement avec les enseignants.
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Résumé : Depuis 2005, le programme de mathématiques de 1'Ontario vise a développer
la pensée algébrique chez les éléves des le primaire, et méme des le préscolaire.
Or, comprendre les implications en termes de potentiel de développement de la pensée
algébrique liées aux différents choix faits par les concepteurs de ce programme ne va pas
de soi, en particulier parce que la conceptualisation de ce qu’est la pensée algébrique a
I'école primaire n’est pas explicitée. Cette étude vise a caractériser le potentiel de
développement de la pensée algébrique a partir d'un modéle praxéologique de référence
auquel on associe trois praxéologies régionales (Squalli et Jeannotte, soumis), en
particulier le potentiel du domaine algebre du programme ontarien de 2020. L’analyse du
programme ontarien a permis de relever que deux de ces trois praxéologies sont
explicitées dans le domaine algebre du programme ontarien, a savoir généraliser et
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The development of algebraic thinking in Ontario programs: what potential and what
trajectory aimed for?

Abstract : Since 2005, the Ontario math program has aimed to develop students’ algebraic
thinking from elementary school and even preschool. However, understanding the
implications in terms of the potential of development of algebraic thinking linked to the
different choices made by the designers of this program is not straightforward, in
particular because the conceptualization of what is elementary algebraic thinking is not
explicit. This study aims to characterize the potential of development of algebraic thinking
analysed with a praxeological model of reference to which we associate three regional
praxeologies (Squalli & Jeannotte, submitted), more specifically the potential of
development related to algebra domain. Analysis of the Ontario program revealed that
two of these three praxeologies are explicitly targeted by the program: generalizing and
calculating.

Keywords: algebraic thinking, curriculum, praxeological model, Anthropological theory of the
didactic

Introduction

L’enseignement et 'apprentissage de l'algebre dans 1'enseignement obligatoire
sont reconnus depuis longtemps comme problématiques (Bednarz et Janvier, 1996;
Chevallard, 1989; Grugeon, 1997; Jeannotte, 2005; Kieran, 1992; Pilet, 2015;
Sfard, 1991; Vergnaud, 1988). Ceci a mené les recherches en didactique des
mathématiques a tenter de développer une facon de favoriser I'apprentissage de
'algebre pour tous les éleves. L'une des avenues proposées est le développement
précoce de la pensée algébrique, c’est-a-dire des le début du primaire, voire dés le
préscolaire (Kaput, 1998). Cette avenue a déja été adoptée par différentes régions
du monde tels le Brésil (Ministério da Educagao, 2017), les Etats-Unis (National
Governors Association Center for Best Practices & Council of Chief State School
Officers, 2010) ou encore 'Ontario (Ministere de I'Education de I'Ontario, 2020).
Or, comprendre les implications en termes de potentiel de développement de la
pensée algébrique des différents choix faits par les concepteurs de différents
programmes ne va pas de soi. Ce projet s'inscrit au sein des travaux de
I'Observatoire international de la pensée algébrique (OIPA) visant a comparer
différents curriculums en lien avec le développement de la pensée algébrique afin
de mieux comprendre les enjeux propres au développement de cette derniere, des
le primaire. Plus précisément, il vise a caractériser le potentiel de développement
de la pensée algébrique du domaine algébre du programme ontarien de 2020 a
partir d'un modele praxéologique de référence auquel on associe trois
praxéologies régionales (Squalli et Jeannotte, soumis).
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1. Problématique

Déja en 1981, Hart proposait différents changements curriculaires pour
I'introduction de I'algebre. Ce sont, entre autres, ces recommandations qui ont
guidé certains choix dans le programme de mathématiques du Québec au début
des années 90 (Jeannotte, 2005). Ces recommandations s’inscrivaient dans la lignée
de plusieurs programmes déja en place et construits selon une approche
transitionnelle de l’arithmétique a 'algebre (Carraher et al., 2006). Dans cette
approche, l'algebre est vue comme une arithmétique généralisée et est donc
introduite a la suite de I'arithmétique en s’appuyant sur les apprentissages réalisés
dans ce domaine. Or, le passage de l’arithmétique a 1’algebre pose encore probleme
pour les éleves (Kieran, 1992) et d’autres approches sont explorées pour permettre
a tous les éleves de réussir en algebre.

En particulier, dans les 20 dernieres années, plusieurs pays ont modifié leurs
programmes pour passer dune approche transitionnelle & une approche visant le
développement précoce de la pensée algébrique dés le préscolaire. C'est le cas de
I'Ontario qui, depuis 2005, a adopté un curriculum ot l'algebre apparait comme
sujet d’étude des la maternelle. Cette approche, reconnue sous le nom d’Early
Algebra vise a enrichir les contenus mathématiques enseignés au primaire et a
approfondir davantage certains notions et concepts mathématiques, par exemple
les concepts d’opération, d’égalité et d’équation.

En outre, selon Kaput (1998) cette approche apporterait au curriculum une
cohérence longitudinale en permettant une meilleure transition primaire-
secondaire. Il va jusqu’a dire qu'il faut « algébriser » les mathématiques scolaires
afin de répondre aux besoins du 21¢ siecle. Selon lui, ce changement non seulement
apportera une cohérence aux curriculums, mais développera des habitudes de
pensée.

1.1 Pourquoi étudier les curriculums?

Quoique les choix faits par les concepteurs de manuels et par les enseignants
s’expliquent en partie par l'interprétation qu’ils se font des programmes de
formation (Larguier, 2019), les conditions que peut mettre en place la personne
enseignante et les contraintes qui faconnent son agir sont aussi contingentés par
les institutions dans lesquelles elle s’inscrit. Mieux comprendre les structures des
programmes qui visent le développement de la pensée algébrique dés le primaire
permet ainsi de mieux comprendre le potentiel de développement de cette
derniere. Mais que signifie développer la pensée algébrique des le primaire?
Comment les programmes qui relevent de ce choix, en particulier celui de
I'Ontario, sont-ils structurés?
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2. La pensée algébrique

Notre cadre de référence de 'algebre et de la pensée algébrique est basé sur les
travaux de Squalli (2000; 2015). Cette conceptualisation est en cohérence avec I'idée
que la pensée peut étre approchée comme une pratique réflexive (Radford, 2011,
2015), c’est-a-dire une synthese d’une pratique sociale. La pensée, au sens
anthropologique, est ainsi définie comme une possibilité d’agir, de réfléchir d'une
maniére particuliere qui a le potentiel de s’actualiser chez le sujet pensant.

En considérant les mathématiques comme une activité humaine, 1'algebre peut
étre vue comme un ensemble d’activités mathématiques ot interviennent des
opérations (lois de composition, internes ou externes, binaires ou n-aires), pouvant
étre de nature quelconque (addition, multiplication, rotation, composition, etc.),
mais répétées un nombre fini de fois. Ainsi, le concept central de l'algébre est
I'opération. En effet, si I'arithmétique peut étre qualifiée comme la science des
nombres, 1'algebre devrait étre qualifiée comme la science des opérations. Ainsi,
des qu’est donné un ensemble sur lequel une opération est définie, il y a systéme
algébrique. On peut alors faire du calcul dans ce systeme grace a la dynamique
créée par l'opération. Un élément d'un tel systeme s’appelle alors nombre. Un
nombre en arithmétique devient un nombre en algebre lorsque I'on ne le regarde
plus comme représentant une quantité, une position ou une grandeur, mais
comme un élément d'un systéme algébrique, c’est-a-dire un élément relié a
d’autres éléments par un réseau de relations fondées sur les propriétés des
opérations. Par exemple, avec une pensée algébrique, nous dirons que 1'égalité
«3+5=>5+3» est vraie non pas parce que chacun de ses membres vaut 8, mais
par commutativité de I'addition. Ces activités sont marquées par une maniere de
penser - la pensée algébrique (Squalli, 2000; 2015).

Ainsi, le concept central de I'algébre est 'opération. La pensée algébrique, elle, se
déploie au moyen :

e D'un ensemble de raisonnements particuliers (comme généraliser,
raisonner de maniére analytique, symboliser et opérer sur des symboles ;
exprimer, interpréter, raisonner sur des relations entre variables, en
particulier des relations fonctionnelles, raisonner en termes de structures,
etc.);

e Des manieres d’approcher des concepts en jeu dans les activités algébriques
(par exemple, voir I'égalité comme une relation d’équivalence, laisser les
opérations en suspens, voir une expression numérique comme un objet en
soi et non uniquement comme une chaine de calcul, etc.) ;

e Des modes de représentation et des manieres dopérer sur ces
représentations.
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La pensée algébrique est donc associée a différentes tendances de l'esprit et le
raisonnement algébrique est une opérationnalisation de cette tendance en relation
avec les autres composantes, c’est-a-dire les concepts et représentations.

Cette conceptualisation se positionne dans la lignée des travaux anglo-saxons du
mouvement Early Algebra (par exemple Kaput, 1998) qui permet d’aborder le
développement de la pensée algébrique des le primaire, en concomitance avec
d’autres pensées mathématiques.

3. Méthodologie

Dans le cadre des travaux de I'OIPA, Bronner et Larguier (2018) ont développé
une méthodologie d’analyse de curriculums officiels. Cette méthodologie s’appuie
sur la théorie anthropologique du didactique (TAD) introduite par Chevallard
(1999). En particulier, elle se base sur une étude écologique via les niveaux de
codétermination didactique. En effet, les mathématiques, et plus spécifiquement
la pensée algébrique, ne peuvent étre étudiées comme si elles étaient
indépendantes de la société dans laquelle elles sont apprises. Comme cette
méthodologie permet entre autres de dégager dans les textes institutionnels des
éléments pouvant potentiellement favoriser le développement de la pensée
algébrique, elle nous est apparue comme un choix pertinent. Elle se décline en trois
phases.

Avant, toute chose, il est nécessaire de développer un modele praxéologique de
référence de la pensée algébrique (MPRPA). C'est ce que Bronner et Larguier
(2018) nomment la phase 0. Rappelons que dans le cadre de la TAD, une
praxéologie est un quadruplet de quatre éléments articulés : type de taches (T),
technique (7), technologie (0), théorie (®). Selon ce modele, toute tache t est
accomplie au moyen d'une technique t (une maniere de réaliser t). Chaque
technique est justifiée par une technologie 6 (un discours rationnel qui permet
d’expliquer et de justifier la technique). Finalement, toute technologie repose
elle-méme sur les fondements d’une théorie ® (Chevallard, 1999). Le MPRPA
présenté a la section 3.1 correspond au résultat de cette premiére phase.

La phase1 fait référence au repérage des instances et des textes officiels afin
d’identifier les données a analyser. On doit ici décrire les différents niveaux de
codétermination (société, école, pédagogie, discipline, domaine, etc.) qui
déterminent les conditions et contraintes de diffusions des praxéologies humaines
(Chevallard, 2013). Les systémes scolaires n’étant pas tous structurés de la méme
maniere, cette phase permet par la suite de comparer des résultats entre pays.
Selon Larguier (2019), on se demandera alors (niveau société) par qui est produit
le curriculum, s’il a force de loj, s’il est accompagné par d’autres textes. Au point
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de vue de I'école, on précisera la formation des enseignants, les années scolaires,
I'age des enfants. Au point de vue de la pédagogie, on précisera le nombre
d’heures prescrit, I'approche privilégiée, toute information permettant de mieux
comprendre les conditions et contraintes de I'apprentissage mathématique.

La phase 2 correspond a I'analyse du programme proprement dit. Les éléments
relatifs aux différentes praxéologies mathématiques et didactiques sont analysés
en étudiant les questions suivantes :

e Quelles sont les praxéologies (au sens de la TAD) compleétes' ou non et
quelles sont les situations potentiellement pertinentes pour développer la
pensée algébrique en précisant s’il s’agit d’éléments explicites ou non?

e Quelles sont les raisons d’étre (épistémologiques et/ou didactiques) des
genres de taches ou des situations repérées précédemment? Autrement dit,
qu’est-ce qui les motive?

e Des éléments d’organisation didactique apparaissent-ils et, si oui, lesquels?
(Bronner et Larguier, 2018, p. 237)

Etant donné que les programmes ne donnent que peu sinon aucune indication sur
les raisons d’étre des genres de taches et sur les éléments d’organisation
didactiques, ce texte se centre sur la premiere question et ne prend pas en compte
la complétude des praxéologies.

3.1 Phase0: Un modéle praxéologique de référence de la pensée
algébrique

Le MPRPA utilisé pour analyser le potentiel de développement de la pensée
algébrique dans les documents institutionnels consultés s’appuie sur la définition
de la pensée algébrique présentée a la section 2. La théorie anthropologique du
didactique (Chevallard, 1999) définit quatre niveaux de praxéologie, ce qui
correspond a quatre fagcons de structurer 1'enseignement d’activité humaine : 1) le
niveau discipline; 2)le niveau domaine ou praxéologie globale; 3)le niveau
secteur ou praxéologie régionale; et 4) le niveau théme ou praxéologie locale [PL].
Habituellement, 'analyse des programmes proposée se fait en lien avec un
domaine spécifique, par exemple l'algebre, ou un concept particulier, tels les
proportions et rapports. Or, I’objectif ici est I'étude du potentiel de développement
de la pensée algébrique, ce qui ne correspond pas tout a fait a ce que Chevallard
définit comme un domaine mathématique (praxéologie globale). Nous stipulons
que la pensée algébrique, en tant qu'une maniére de penser dans des activités
algébriques, peut étre considérée comme une praxéologie globale de la discipline

1 Une praxéologie complete fait référence au quadruplet (T, 7, 8, ©).
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mathématique puisque cette pensée est régie par certaines regles spécifiques du
jeu algébrique, propre d'une théorie (®). Ce sont les tendances de la pensée
algébrique qui seront opérationnalisées selon ses différentes composantes. Ainsi,
le MPRPA proposé associe trois praxéologies régionales de la pensée algébrique :
généraliser, modéliser et calculer, elles-mémes structurées autour de différentes
praxéologies locales et praxéologies ponctuelles ou genres de taches (voir figure 1).
Ces trois praxéologies régionales, en cohérence avec la conceptualisation de la
pensée algébrique présentée plus haut, ont été dégagées d'une analyse du
développement historique de I'algébre par Squalli (2000).

Praxéologique mathématique régionale Praxéologique mathématique régionale
Modélisation : M Calcul : C

PML : G1: Généralisation PML : M1 : Modélisation de
de régularités Al el PML: C1: Calcul sur des
extramathématiques par des el
6 genres de taches: expressions numériques P! q
G1.1;G1.2; G1.3; GL4; 5 genres de taches: 4 genres de taches
G15: GL6 M1.1; M1.2; M1.3; M1.4; M1.5 C1.1;C1.2;C13;C1.4
PML: M2: Modélisation de
PML: G2 : Généralisation de situations intra ou PML: C2: Calcul sur des
régles, de formules, de lois, || extramathématiques par des expressions algébriques
d’algorithmes équations — 5 de tach
5 genres de taches: genres detaches
Elgenrarettoe M2.1; M2.2; M2.3; M2.4; M2.5 €2.1;C2.2; C2.3; C2.4; C2.5
G2.1; G2.2; G2.3; G2,4; G2.5;
626 PML: M3: Modélisation de
situations intra ou
|| extramathématiques par des
fonctions
5 genres de taches:

M3.1; M3.2; M3.3; M3.4; M3.5
@ 4

Figure 1. MPRPA (Squalli et Jeannotte, soumis)

3.1.1 Praxéologie régionale : Généraliser

Généraliser est un aspect essentiel de la pensée algébrique. Pour Squalli (2000),
comme mentionné plus haut, la pensée algébrique se déploie a partir d'un
ensemble de raisonnements particuliers dont généraliser fait partie. Généraliser en
tant que processus de raisonnement mathématique permet d’élargir le domaine de
validité d'un énoncé (Jeannotte, 2015), I'énoncé pouvant porter sur une régularité.
Spécifions que toute généralisation n’est pas algébrique. Radford (2006) souligne,
par exemple, que certaines généralisations sont arithmétiques, d’autres
algébriques. Pour Radford, ce qui distingue les généralisations arithmétiques des
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généralisations algébriques est le fait que les derniéres menent a un objet qui prend
la forme d’une regle permettant de générer n'importe quel terme d’une suite.
Ouvrant a d’autres activités de généralisation que les suites, Squalli et Jeannotte
(soumis) précisent la distinction entre une généralisation arithmétique et une
généralisation algébrique. La premiére est de nature empirique : la régularité est
observée a partir des caractéristiques empiriques de quelques cas particuliers et
étendue a tous les cas par un raisonnement inductif. Par exemple, I’énoncé général
« dans I'ensemble des nombres naturels I'addition est commutative, soit n + m
=m +n pour n et m entiers naturels » est constaté par calcul pour des valeurs
déterminées de n etm: les valeurs nombrantes de n+m et de m +n sont
identiques puis étendue a toutes les valeurs de n et m. La seconde est de nature
théorique, les arguments sont de nature intellectuelle.

Par exemple, étant données deux collections d’objets A et B de cardinal n et m,
respectivement. Calculer n + mrevient a ajouter m objets de la collection B
aux n objets de la collection A et a dénombrer le tout. Calculer m + nrevient a
ajouter les 1 objets de la collection A aux m objets de la collection B et a dénombrer
le tout. On s’apercoit que les deux opérations de réunion des deux collections
forment le méme tout. Une réflexion sur ces opérations -sans effectuer de
dénombrements - conduirait a comprendre que ces opérations ne dépendent pas
des cardinaux des deux collections. Le cas de ces deux collections devient alors
prototypique de toutes les paires de collections possibles. La généralisation s’appuie
alors sur les opérations du sujet et non uniquement sur les observables. (Squalli et
Jeannotte, soumis)

On pourrait par exemple imaginer une activité ou des éleves travaillent avec des
réglettes Cuisenaire qui représentent des nombres quelconques et dégagent cet
argument algébrique, c’est-a-dire un argument ot I'unité associée a la réglette ne
joue pas un role.

Dans la praxéologie régionale généraliser, 1'éleve travaille essentiellement sur un
nombre généralisé qu’il représente a I’aide d’un mot, d"un symbole conventionnel
ou non, d'un exemple générique. La praxéologie régionale généraliser se décline
en deux PL : G1 généraliser des régularités et G2 généraliser des lois, des régles et
des algorithmes. Chacune se décline ensuite en genres de taches selon la nature
des objets mathématiques associés.

Gl1, généraliser des régularités est spécifiquement associé a lI'étude des suites
numériques et non numériques. Cette PL se décline en six genres de taches selon
qu’il s’agit d"une suite numérique ou non a motif répété, d'une suite numérique a
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motif croissant ou d"une suite numérique a motif décroissant. G22, généraliser des
lois, des régles et des algorithmes, se déclinent aussi en six genres de taches (voir
figure 2)

PLG2: Généraliser de régles, de formules, de

PL G1 : Généraliser des régularités
g lois, d’algorithmes

G1.1 Repérer une régularité dans une suite G2.1 Repérer une régle, une loi, un algorithme

G1.2 Prolonger une suite réguliére G2.2 Etendre le domaine de validité d’une régle,

, s ;
G1.3 Représenter une suite réguliére dans un registre d'une lol, d'un algorithme

donné G2.3 Représenter dans un registre donné une regle,

. . PR une loi, un algorithme
G1.4 Créer une suite réguliére g

GLS5 Justifier/prouver une régularité G2.4 Créer une régle, une loi, un algorithme

G2.5 Justifier/prouver une régle, une loi, un

G1.6 Comparer des suites réguliéres dans un sens .
algorithme

donné
G2.6 Comparer des régles, des lois, des algorithmes

Figure 2. PR généraliser
3.1.2 Praxéologie régionale : Modéliser

Modéliser (algébriquement) est une seconde activité centrale a la pensée
algébrique. Nous utilisons la notion de modélisation de maniere large, incluant les
genres de tiches de mathématisation, par exemple la résolution de problemes
mathématiques en contextes. Elle peut avoir lieu dans des situations intra ou
extramathématiques. Ainsi, la situation de départ, qu’elle soit mathématique ou
non, devra étre idéalisée pour ensuite étre modélisée a l'aide d’'un modele
algébrique, c’est-a-dire que le modéle comprend une expression faisant intervenir
un nombre fini d’opérations, des nombres déterminés et non déterminés.

Modéliser se décline en trois PL: M1 modéliser des situations intra ou
extramathématiques par des expressions numériques, M2 modéliser des situations
intra ou extramathématiques par des équations et M3 modéliser des situations
intra ou extramathématiques par des fonctions. Chacune des PL se décline en cinq
genres de taches (voir figure 3)

2 Pour des exemples de genre de taches, voir Squalli et Jeannotte (soumis)
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Genres de taches de la PR: Modéliser

M1 : Modéliser de situations par des expressions numériques M2 : Modéliser de situations par des équations impliquant des inconnues
M1.1 Résoudre une situation se modélisant par une M2.1 Résoudre une situation se modélisant par une équation
expression numérique faisant intervenir une ou des inconnues
M1.2 Reconnaitre une expression numérique modélisant une || M2.2 Reconnaitre une équation impliquant des inconnues
situation donnée modélisant une situation donnée

M1.3. Déterminer et représenter une expression numérique || M2-3 Déterminer et représenter dans un registre donné une
modélisant une situation donnée équation impliquant des inconnues modélisant une
situation donnée

M2.4 Opérer sur une équation impliquant des inconnues
modélisant une situation en vue de dégager des

M1.4 Opérer sur une expression numérique modélisant une
situation en vue de dégager des résultats ou des

conclusions en lien avec la situation résultats ou des conclusions en lien avec la situation
M1.5 Créer une situation se modélisant par une expression M2.5 Créer une situation se modélisant par une équation
numérique donnée donnée, impliquant des inconnues

M3 : Modéliser de situations par des relations fonctionnelles

M3.1 Résoudre un probléme associé a une situation se modélisant par une relation fonctionnelle
M3.2 Reconnaitre une relation fonctionnelle modélisant une situation donnée
M3.3 Déterminer et représenter dans un registre quelconque une relation fonctionnelle modélisant une situation donnée

M3.4 Opérer sur le modéle fonctionnel d’une situation en vue de dégager des résultats ou des conclusions en lien avec la
situation

M3.5 Créer une situation se modélisant par une relation fonctionnelle donnée

Figure 3. PR modéliser
3.1.3 Praxéologie régionale : Calculer

Enfin, I'algebre est aussi associée a une activité de calcul sur des expressions et des
équations qui se distingue du calcul arithmétique. Le calcul arithmétique avance par
exécution des opérations et des calculs sur des valeurs nombrantes pour arriver a
un résultat sous forme d’un nombre simple. Le calcul algébrique, pour sa part,
avance par des transformations des expressions et des équations en laissant les
opérations en suspens et en utilisant les propriétés des opérations et des relations.
On distingue deux PL liées a la PR Calculer: C1 Calculer sur des expressions
numériques se décline en quatre genres de taches. C2 Calculer sur des expressions
algébriques se décline pour sa part en six genres de taches (voir figure 4).

Genres de taches de la PR : Calculer

PL C1: Calculer sur des expressions numériques PL C2 : Calculer sur des expressions algébriques

C1.1 Transformer une expression numérique pour arriver 3 | [ €2.1 Résoudre une équation algébrique représentée dans un

. L PR registre donné.
un nombre unique en utilisant un calcul réfléchi. € . .
€2.2 Transformer une expression algébrique en une autre

C1.2 Sans calculer sa valeur, transformer une expression équivalente dans un méme registre ou dans un registre
numérique pour obtenir une expression numérique différent, dans une optique donnée.
équivalente, dans une optique donnée C€2.3 Etablir 'équivalence d’expressions algfe;briques dans un
méme registre ou dans un registre différent.

€1.3 Etablir I'équivalence d’expressions numériques

. €2.4 Transformer une équation en une autre équivalente dans un
données, sans calculer leurs valeurs.

méme registre ou dans un registre différent, dans une

C1.4 Transformer une égalité en une autre équivalente, optique donnée.
sans calculer les valeurs des expressions en jeu, dans C2.5 Additionner-soustraire-multiplier-diviser des expressions
une optique donnée polynémiales

€2.6 Calculer la valeur numérigue que prend une expression
algébrique en un ou des nombres déterminés.

Figure 4. PR calculer
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3.2 Phase1: La construction du corpus de données

La phase 1 demande de décrire les différents niveaux de codétermination (société,
école, pédagogie, discipline, domaine, etc.) qui déterminent les conditions et
contraintes de diffusions des praxéologies humaines. Ceci aidera ultérieure la
comparaison de différents programmes.

Au Canada, l'éducation releve des gouvernements provinciaux. L’éducation
mathématique en Ontario est donc sous la tutelle du ministére de I'Education de
I'Ontario. Le systeme scolaire ontarien se compose de trois paliers, apres la
maternelle et le jardin d’enfants. L’éleve débute la 1 année du primaire a I'age de
6 ans (age atteint au plus tard au premier jour de classe). Le palier du primaire
couvre les 8 premieres années d’études et le palier du secondaire s’étend de la
9¢ année a la 12¢ année d’études puis vient le palier du postsecondaire.

Au niveau des écoles physiques, il y a deux cas de figure pour le primaire. Le
premier est de retrouver des éléves de la 1 a la 8¢ année dans une méme école. Le
second est de retrouver les trois derniéres années du primaire (6¢ a 8¢) dans une
école différente. Ces deux cas de figure entrainent des conditions différentes quant
a la possible collaboration entre personnes enseignantes d’un niveau scolaire a
'autre.

Au niveau de la formation, I'enseignant de mathématiques est un généraliste pour
les cinqg premieres années du primaire. Pour les trois dernieres années du palier
primaire, l'enseignant de mathématiques peut étre un spécialiste ou un
généraliste. La loi de 2016 (Ministére de 1'Education de 1'Ontario, 2016) prescrit
300 minutes par cycle de cinq jours a raison d’au moins 40 minutes par jour a
I'enseignement dit efficace des mathématiques. « Ces blocs réservés a un
enseignement ciblé [des mathématiques] permettront... de développer une
communauté et une culture de pratique mathématique et de résolution de
problemes, qui ensemble aident les éleves a développer leur compétence » (p. 31).

Le programme de mathématique (Ministéere de 'Education de 1'Ontario, 2020)
contient les huit années du primaire dans un méme document. Il existe des
documents d’accompagnement, mais ces derniers ne sont pas prescrits. Dées 2005,
'Ontario faisait le choix d'introduire un domaine algebre et modélisation des la
1re année du primaire (Ministere de I'Education de 1'Ontario, 2005). En
septembre 2020, un nouveau programme-cadre de mathématique de la 1 a la
8¢ année a remplacé celui qui était en place depuis 2005. 11 est structuré autour de
six domaines d’études interreliés, mais présentés de facon distincte. Le premier est
nouveau par rapport a la version de 2005 et transversal aux cinq autres. Il réfere a
un ensemble d’habiletés socioémotionnelles et de processus mathématiques qui
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sont enseignés et évalués dans les cinq autres domaines d’études (voir figure 5).
Les autres domaines sont Nombres, Algebre, Données (contient la statistique et les
probabilités), Sens de l'espace (contient la géométrie et la mesure) et Littératie
financiére. Chacun des domaines est décliné en un certain nombre d’attentes,
lesquelles sont liées a différents contenus mathématiques.

e

[ Habiletés socioémotionnelles \ /
+ Déceler et gérer ses émotions

Processus mathématiques
« Résolution de problémes

aux défis

« Faire preuve de motivation positive et
de persévérance :
+ Batir des relations et communiquer avec assurance
« Développer la conscience de soi et un sentiment
d'identité personnelle
L Penser de fagon critique et créative

+ Reconnaitre les causes du stress et s'adapter

Domaine
d’étude B :
Nombres
B1. Sens du
nombre

e nombres
naturels

e nombres
rationnels et
nombres
irrationnels

e fractions,
nombres
décimaux et
pourcentages

B2. Sens des

opérations

e propriétés et
relations

o faits
numeriques

e calcul mental

e addition,
soustraction

o multiplication
et division

Domaine

d’'étude C:

Algebre

C1. Suites et

relations

e suites

C2. Equations et

inégalités

e variables et
expressions

® relations
d’égalité et
d’inégalité

C3. Codage

e habiletés en
codage

Cc4a.

Modélisation

mathématique

Domaine

d’'étude D:

Données

D1. Littératie

statistique

e collecte et
organisation
des données

e visualisation
des données

e analyse des
données

D2. Probabilité

« Raisonnement et justification
« Réflexion

« Etablissement de liens

« Communication

* Représentation

« Sélection d'outils et de stratégies

Domaine Domaine d’étude
d’étude E : Sens | F: Littératie

de 'espace financiere

E1. 1 A 3¢ ANNEE :
Raisonnement F1. Argent

géométriqueet | o
spatial

concepts
monétaires

e raisonnement | 4¢ A 8° ANNEE :
géométrique | F1. Finances
e position et ® concepts
déplacement monétaires
E2. Sens de la e gestion
mesure financiére
e attribut e sensibilisation
e temps ala
¢ longueur consommation
® masse, et au civisme
capacité et
volume
e aire et aire
totale
e systéme
métrique

e droites et
angles
e cercles

Figure 5. Les six domaines d’étude du programme ontarien
(Ministere de I'Education de 1'Ontario, 2020, p. 93)
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Si 'on regarde plus spécifiquement le domaine de l'algebre, on remarque
premierement que le nom du domaine est passé de Modélisation et Algebre
en 2005 a seulement Algebre en 2020, la modélisation étant maintenant une attente
du domaine algebre. Quoique le mot modélisation ait disparu du titre, le
programme-cadre donne une grande importance a la modélisation mathématique
dans le domaine algebre. Ainsi, ce dernier est composé de quatre attentes
nommeées : suites et relations, équations et inégalités, codage et modélisation
mathématique. Contrairement aux trois autres, la modélisation n’a pas de contenu
spécifique qui lui est associé. Ce choix est justifié par les concepteurs par le fait
que:

[L]a modélisation mathématique est un processus itératif et interconnecté qui,
lorsque mis en application dans divers contextes, permet aux éleves de transférer
des apprentissages effectués dans d’autres domaines d’études. L’évaluation porte
sur la manifestation par 1'éleve de son apprentissage du processus de modélisation
mathématique dans le contexte des concepts et des connaissances acquis dans les
autres domaines. (Ministére de I'Education de I'Ontario, 2020 p. 148)

3.3 Phase 2: L’analyse du corpus

Le choix d’intégrer dans le curriculum ontarien le développement de la pensée
algébrique dés le primaire s’est concrétisé par I’apparition d'un nouveau domaine
d’étude dans le programme de mathématiques du primaire appelé Algebre. Bien
que nous ne nions pas que la pensée algébrique puisse aussi se développer dans
des activités en lien avec d’autres domaines d’étude, en particulier dans les
domaines Nombres et Sens de l'espace, nous avons choisi de concentrer notre
analyse sur le domaine d’étude Algebre en tant qu'habitat institutionnel de la
praxéologie globale pensée algébrique Il s’agit évidemment d’un domaine
nouveau dans les curriculums qui se situent dans la perspective Early Algebra.
Mieux comprendre le genre de taches qu'on y retrouve permettra par le fait méme
de mieux comprendre ce qui est entendu par pensée algébrique par les
concepteurs du programme. L’analyse du corpus a été faite par le repérage des
praxéologies régionales, locales et des genres de taches. Plusieurs des attentes du
domaine algébre ont été liées a 'une des praxéologies régionales puis locales.
Enfin, les énoncés de contenu associé a chacune des attentes ont servi au repérage
de genres de taches.

3.3.1 Un retour sur les éléments liés a la pensée algébrique

Un élément particulier a souligner est que, quoiqu’on reconnaisse des éléments
liés a la pensée algébrique telle que nous I’avons conceptualisée, le terme « pensée
algébrique » ne figure qu'une seule fois dans tout le document du programme de
formation ontarien. Le terme « raisonnement algébrique » est pour sa part vu
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comme un type de raisonnement mathématique et est donc plus spécifique que
celui de pensée algébrique. « Pensée algébrique » apparait dans une remarque qui
suit le contenu d’apprentissage C1.2: «La comparaison et l'utilisation de
différentes représentations pour communiquer sa compréhension sont des
composantes essentielles au développement de la pensée algébrique » (Ministere
de I'Education de ’Ontario, 2020, p. 178). En revanche, le texte du programme
réfere a d’autres types de pensée mathématiques: mathématique, récursive,
fonctionnelle, additive, multiplicative :

Elles et ils [les éleves] développent la pensée récursive et fonctionnelle, ainsi que
la pensée additive et multiplicative, en travaillant avec des suites linéaires, et
utilisent ces types de pensée pour déterminer les régles et trouver la valeur des
inconnues. (Ministére de 'Education de I'Ontario, 2020, p. 100)

Les termes « pensée fonctionnelle » et « pensée récursive » sont méme définis dans
le glossaire fourni a la fin du programme :

Pensée fonctionnelle : Type de raisonnement qui met I'accent sur les relations entre
deux variables. Voir aussi Pensée récursive.

Pensée récursive : Type de raisonnement qui met 1’accent sur la relation entre un
terme et le suivant. Voir aussi Pensée fonctionnelle. (Ministere de 'Education de
'Ontario, 2020, p. 561)

Il semble paradoxal que la pensée algébrique soit le concept structurant du
domaine algébrique, mais que ce choix n’ait pas mené a expliciter ce qui est
entendu par pensée algébrique. En fait, on peut penser que la conceptualisation de
la pensée algébrique n’est pas encore aboutie. Ainsi, il est difficile de comprendre
pleinement les raisons d’étre des différents genres de taches.

4. Résultats

L’analyse du programme ontarien permet de dégager des genres de taches qui
appartiennent principalement a deux des trois praxéologies régionales a savoir
généraliser et calculer. En effet, les concepteurs du programme ont choisi de ne
pas spécifier de contenu spécifique pour l'attente modélisation en argumentant
que la modélisation était une activité transversale a toute activité algébrique.

4.1 La place de la praxéologie modéliser

L’attente liée a la modélisation mathématique propre au domaine Algebre fait
référence a la mise en application du « processus de modélisation mathématique
pour représenter et analyser des situations de la vie quotidienne, ainsi que pour
faire des prédictions et fournir des renseignements a leur sujet » (Ministere de
I'Education de I'Ontario, 2020, p. 148). Par rapport a notre MPRPA, le programme
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considére  uniquement les  situations  extramathématiques  (« cadre
non mathématique »). Le programme précise que le processus doit comporter
quatre étapes « interreliées et itératives : la compréhension du probléme, I’analyse
de la situation, la création d'un modele mathématique ainsi que l’analyse et
"évaluation du modele » (Ministére de I"Education de I'Ontario, 2020, p. 148). En
fait, notre analyse n'a dégagé que deux genres de taches explicitement liés a
modéliser. Il s’agit du premier contenu d’apprentissage lié a
'attente « 2. Démontrer sa compréhension des variables, des expressions, des
égalités et des inégalités et mettre en application cette compréhension dans divers
contextes » de la 1 a la 5¢ année du primaire. Voici la description de ce contenu
(Voir Ministere de I’Education de 1'Ontario, 2020) :

e Treannée : déterminer les quantités qui peuvent changer et celles qui restent
toujours les mémes dans des situations de la vie quotidienne;

e 2¢année : décrire des facons et des situations ot des symboles sont utilisés
comme variables;

e 3eannée : décrire de quelles fagons les variables sont utilisées, et les utiliser
de maniere appropriée dans une variété de contextes;

e 4c année : déterminer et utiliser des symboles comme variables dans des
expressions et des équations;

e 5cannée : décrire des relations d’équivalence al’aide de mots, d’expressions
algébriques et de représentations visuelles, et établir les liens entre les
représentations.

Ce contenu, pour la 1 a la 3¢ année, peut étre associé au genre de taches M3.2
- Reconnaitre une relation fonctionnelle modélisant une situation et, pour la 4¢ et
5¢ année au genre de tdches M3.3 - Déterminer et représenter dans un registre
donné une relation fonctionnelle modélisant une situation. Le mot variable est ici
ce qui nous pousse a associer ce contenu a la PL Modéliser a I'aide de relations
fonctionnelles. Toutefois, 1'expression dans « divers contextes » nous apparait
référer implicitement a la praxéologie régionale modéliser dans son ensemble. Ces
divers contextes pourraient amener 1'éléve a modéliser une situation a partir d'une
expression numérique, d'une équation algébrique ou d'une fonction.

4.2 La place de la praxéologie généraliser

Les genres de taches liés explicitement a généraliser portent spécifiquement sur la
praxéologie locale G1 - généraliser des régularités - et se trouvent liés a l’attente
« 1.Reconnaitre, décrire, prolonger et créer une variété de suites, y compris des
suites trouvées dans la vie quotidienne, et faire des prédictions a leur sujet »
(Ministere de I'Education de I'Ontario, 2020, p. 142). Cinq des six genres de taches
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(de G1.1 a G1.5) sont abordés des la 1 année du primaire. Le sixiéme genre de
taches - comparer des suites régulieres - est pour sa part abordé des la 2¢ année.

Les concepteurs ont donc privilégié ici I'entrée dans la généralisation algébrique
via le concept de suite plutdt que la seconde PL généraliser des regles, des
formules, des lois, des algorithmes. L"attente « 3. Résoudre des problemes et créer
des représentations de situations mathématiques de fagons computationnelles a
l'aide de concepts et d’habiletés en codage » (Ministere de 1'Education de
I'Ontario, 2020, p. 146) apparait comme un habitat intéressant pour travailler les
genres de taches qui appartiennent a la PL G2. En effet, les travaux de Briant (2013,
voir aussi Briant et Bronner, 2015) montrent bien les liens entre pensée algébrique
et pensée algorithmique : «l'algorithmique et la programmation forment un
micromonde pour le domaine algébrique, ou il est possible d’explorer et
d’expérimenter sur des objets de 1’algebre comme s’ils étaient des objets matériels.
Ceci renforce une entrée dans la pensée algébrique » (Briant et Bronner, 2015,
p. 244). Malheureusement, la formulation des attentes dans le programme ne
permet pas de conclure.

4.3 La place de la praxéologie calculer

En lien avec la praxéologie régionale - Calculer, on retrouve des genres de taches
autant sur le calcul sur des expressions numériques qu’algébriques. Cette
praxéologie régionale est liée a l'attente « 2. Démontrer sa compréhension des
variables, des expressions et des inégalités et mettre en application cette
compréhension dans divers contextes» (Ministtre de I'Education de
’Ontario, 2020, p. 145).

Les cinq premiéres années du primaire proposent des genres de taches liés a la
praxéologie locale C1 - Calculer sur des expressions numériques. Sur les quatre
genres de taches associés a cette praxéologie, deux se retrouvent dans le domaine
algebre. Le premier C1.1 - Transformer une expression numérique pour arriver a
un nombre unique en utilisant un calcul réfléchi - n’a pas été retenu par les
concepteurs du programme comme faisant partie du domaine algebre. De méme,
le genre de taches C1.4 - Transformer une égalité en une autre équivalente - nest
pas présent. Notons que cela ne signifie pas qu’ils ne se retrouvent pas ailleurs,
dans un autre domaine du programme.

Un changement s’opére a partir de la 4¢ année du primaire avec la disparition de
cette praxéologie locale (C1 - Calculer sur des expressions numériques) et
'apparition des genres de taches liés a la praxéologie locale (C2 - Calculer sur des
expressions algébriques). Trois des six genres de taches associés a cette PL ont été
repérés : C2.1 - Résoudre une équation algébrique représentée dans un registre
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donné, C2.5 - Opérer sur des expressions polynomiales et C2.6 - Calculer la valeur
numérique que prend une expression algébrique en un ou des nombres
déterminés.

4.4 Une trajectoire de développement de la PA

La visite de différents genres de taches par les éléves tout au long de leur scolarité
leur permettra de développer leur pensée algébrique, c’est-a-dire de développer
des tendances propres a la pensée algébrique. En effet, les genres de taches et
I'ordre de rencontre de ces derniéres offrent une certaine trajectoire de
développement de cette pensée, en orientant ces tendances. C’est une fagon
d’organiser le potentiel culturel de cette pratique réflexive. On peut penser qu’il
ne s’agit pas de la seule facon. D’une certaine maniere, cette organisation des
taches a travers les différentes années scolaires est un élément de 1’organisation
didactique du programme. Les concepteurs ont choisi que certains genres de
taches seront rencontrés et qu’ils le seront dans un certain ordre.

D’une part, le domaine d’étude Algebre est explicitement structuré autour de deux
des trois praxéologies régionales selon une certaine trajectoire de développement
de la pensée algébrique : « Dans ce domaine d’étude, les éleves développent leur
raisonnement algébrique en travaillant avec des suites, des variables, des
expressions, des équations, des inégalités, du codage, et en faisant usage de la
modélisation mathématique » (Ministére de I'Education de 'Ontario, 2020, p. 100).
Dans la citation précédente, c’est bien le développement de la pensée algébrique
qui est 'enjeu a travers ses trois dimensions décrites a la section 2.1 de ce texte, a
savoir raisonnement, conceptualisation et symbolisation. En effet, ce travail
« avec » les suites, variables, expression, équations se fait a l'aide de raisonnements
particuliers comme généraliser, symboliser, raisonner sur des relations et en
termes de structures. Ce travail « avec » demande des manieres algébriques de
penser et des modes de représentation particuliers.

D’autre part, la trajectoire de développement est explicitée sous forme de
progressions des genres de taches tout au long des 8 années d’études.

La figure6 présente un exemple de cette progression pour le contenu
d’apprentissage 1.1 - Suites. Le contenue 1.1 est principalement associé au genre
de taches G1.1 - repérer une régularité dans une suite. Des la premiere année du
primaire, 1’éleve doit apprendre a repérer une régularité (reconnaitre et décrire)
dans toutes sortes de suites sans spécifier le type de suite (numérique ou non) ni
le type de description visée.
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1'® année ‘ 2% année ‘ 3% année ‘ 4% année

Suites

C1.1 reconnaitre et
décrire les régles
dans une variété de
suites, y compris des
suites trouvées dans
la vie quotidienne.

5% année ‘

C1.1 reconnaitre
et décrire une
variété de suites
non numeériques, y
compris des suites
trouvées dans la vie
quotidienne.

6° année

C1.1 reconnaitre et
décrire les éléments
et les opérations
qui se répétent
dans diverses suites
(numériques et non
numériques), y
compris des suites
trouvées dans la vie
quotidienne.

7¢ année

C1.1 reconnaitre et
décrire des suites &
motif répété et des
suites croissantes, y
compris des suites
trouvées dans la vie
quotidienne.

‘ 8¢ année

C1.1 reconnaitre et
décrire des suites a
motif répété ainsi
que des suites
croissantes et des
suites décroissantes,
y compris des suites
trouvées dans la vie
quotidienne.

C1.1 reconnaitre et
décrire des suites a
motif répété ainsi
que des suites
croissantes et des
suites décroissantes,
y compris celles
trouvées dans la vie
quotidienne, et
déterminer lesquelles
sont des suites
croissantes linéaires.

C1.1 reconnaitre et
comparer une variété
de suites a motif
répété, de suites
croissantes et de
suites décroissantes,
y compris des suites
trouvées dans la vie
quotidienne, et
comparer les suites
croissantes linéaires
selon leurs taux
constants et leurs
valeurs initiales.

C1.1 reconnaitre et
comparer une variété
de suites a motif
répété, de suites
croissantes et de
suites décroissantes,
y compris des suites
trouvées dans la vie
quotidienne, et
comparer des suites
croissantes linéaires
et des suites décrois-
santes selon leurs
taux constants et
leurs valeurs initiales.

Figure 6. Progression du contenu d’apprentissage 1.1 -
Suites de la 1% a la 8¢ année (Ministére de I"Education de I’Ontario, 2020, p-1

Ensuite, on spécifie que les suites a I'étude sont non numériques. En troisiéme lieu,
la description visée est en termes de similitude : décrire les éléments et les
opérations qui se répétent. On ajoute aussi 1'étude des suites numériques. En
quatrieme lieu, I'étude des suites a motif répété et a motif croissant est spécifiée.
Puis, on ajoute les suites décroissantes en 5¢ année et les suites croissantes linéaires
en 6¢ année. En 7¢ année, le contenu d’apprentissage est légerement modifié pour
inclure un second genre de tache, a savoir G1.6 - comparer des suites réguliéres
dans un sens donné. Cette comparaison se fera en termes de taux de variations et
d’ordonnée a I’origine pour des suites croissantes linéaires en 7¢ année et pour des
suites croissantes linéaires et décroissantes en 8¢ année.
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Pour ce contenu d’apprentissage, la trajectoire de développement se fait ainsi selon
deux axes : 1) selon I'objet mathématique traité (le type de suite a I'étude) et
2) selon les caractéristiques mathématiques a prendre en compte dans les
raisonnements mis en place (repérage d’éléments ou d’opérations qui se répetent,
taux de variations et ordonnées a I’origine).

44.1. La contribution de la praxéologie régionale généraliser

La praxéologie régionale généraliser contribue a la trajectoire de développement
de la pensée algébrique uniquement via PL généraliser des régularités. On voit
une progression dans le type de suite étudié, le type de nombres impliqués
(naturels des la 1t année, décimaux en 4¢, entiers en 7¢ et rationnels en 8¢) et les
éléments a prendre en compte dans les raisonnements mis en place. On spécifie
l'introduction de certaines représentations des la 3¢ année pour la création de suite
a l'aide de tableaux de valeur en 3¢, de représentations graphiques en 4,
d’expressions symboliques en 6¢. Lorsqu’introduites, ces différentes
représentations serviront pour effectuer différents genres de taches:
G1.2 - prolonger des suites, G1.5 - justifier des prédictions et trouver des termes
manquants, tout au long du primaire. Notons aussi que le vocabulaire change
en 6¢ année. En effet, on ne parle plus seulement de termes manquants, mais de
valeurs inconnues lorsqu’on introduit les suites croissantes linéaires. On semble
alors s’approcher davantage de la praxéologie régionale M3 - modéliser par des
fonctions.

4.42. La contribution de la praxéologie régionale calculer

La praxéologie régionale C - calculer - contribue au développement de la pensée
algébrique via ses deux PL associées, avec transition marquée de C1 vers C2 a
partir de la 4¢ année du primaire. En effet, on ne retrouve aucun genre de taches
li¢ a C1 en 4¢ ni a partir de la 6°. Les genres de taches associés a C2 débutent en
4¢ année avec la résolution d’équations comprenant des nombres naturels jusqu’a
50 que nous associons a C2.1 - résoudre une équation représentée dans un registre
donné. On passe d'un travail sur 1’équivalence d’expressions numériques
jusquen3e (Cl.2 et C1.3) a un travail sur l'équivalence et 1'évaluation
d’expressions algébriques a partir de la 5¢ année (C2.2, C2.3 et C2.6). Ainsi, les
raisonnements sur I'équivalence se font sur de nouveaux objets mathématiques, ce
qui mene aussi a I'introduction d’un genre de taches qu’on ne retrouvait pas dans
la praxéologie C1, I’évaluation d"une expression algébrique.

5. Discussion

Une analyse du programme selon le MPRPA développé par Squalli et Jeannotte
(soumis) met en évidence au moins deux des trois praxéologies de fagon explicite.
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Toutefois, on peut penser que certaines PL ou genres de taches pourraient étre
abordées soit implicitement ou dans d’autres domaines que celui de 1'algéebre.
C’est le cas de la PL G2 - généralisation de regles, formules, lois et algorithmes -
qui pourrait potentiellement se retrouver dans 'attente 3, codage tel que discuté
plus haut. De méme, quoi que le genre de taches C1.1 - transformer une expression
numérique pour arriver a un nombre unique en utilisant un calcul réfléchi - n’a
pas été retenu par les concepteurs du programme comme faisant partie du
domaine algebre, un regard du co6té du domaine nombre permet de constater
qu’on y retrouve des contenus en lien avec le calcul réfléchi. Evidemment, le fait
que l'on cherche une réponse unique fait pencher la balance vers le calcul
arithmétique plutdt qu’algébrique, ce qui permet de justifier le choix des
concepteurs de mettre le calcul réfléchi dans le domaine nombre. Toutefois, le
calcul réfléchi s’appuie sur les propriétés des opérations et la décomposition en
expressions équivalentes. En fait, pour Pilet et Grugeon (2021) le calcul réfléchi est
un levier pour travailler la transition de l'arithmétique a l'algebre par la
modification des usages qui sont faits sur certains objets communs aux deux
domaines et, de ce fait, sera inclus dans leur modeéle épistémologique de référence
de l'algebre élémentaire. Comme le calcul réfléchi ne se retrouve pas dans le
domaine algébre dans le programme ontarien, il est difficile de dire si ces objets
communs (propriétés, équivalence, expression) sont abordés a l'aide de
raisonnements arithmétiques ou algébriques.

Par ailleurs, le fait de retrouver ces genres de taches liés a notre MPRPA dans
d’autres domaines que l'algebre pointe vers une limite de notre étude. En effet, le
potentiel de développement de la pensée algébrique pourrait étre plus grand que
ce qui se trouve dans le domaine algébre. Toutefois, Blanton et al. (2018) soulignent
qu'«au mieux, nous avons constaté que les programmes d'arithmétique
traditionnels n'offraient qu'un traitement aléatoire des concepts algébriques
"populaires"... souvent enfouis dans le contenu arithmétique d'une maniere qui
permettait potentiellement d'ignorer ou de marginaliser leur traitement dans
I'enseignement » (p. 28, traduction libre3). Le choix de mettre le calcul réfléchi dans
le domaine nombre n’est donc pas anodin et joue sur le potentiel du programme
pour le développement de la pensée algébrique.

3 At best, we found that mainstream arithmetic curricula offered only a random treatment of
“popular” algebraic concepts... often buried in arithmetic content in ways that allowed one to
potentially ignore or marginalize their treatment in instruction (Blanton et al., 2018, p. 28).
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5.1. Trajectoire de développement de la pensée algébrique

En termes de trajectoire de développement, on constate que celle-ci a été réfléchie
selon les trois axes de la pensée algébrique présentés dans la section 2, a savoir la
conceptualisation, les raisonnements et les registres de représentations utilisés. En
ce sens, elle est alignée avec les travaux fondateurs du mouvement Early Algebra
tel que les travaux de Kaput (1998). Le concept de régularité en est un bon
exemple. Le programme a été pensé de facon a ce que la conceptualisation des
régularités s’enrichisse tout au long du primaire jusqu’a en arriver au concept de
fonction avec l'introduction de l'étude des suites croissantes et décroissantes
linéaires. Par le fait méme, les raisonnements se complexifient tout comme les
registres de représentations et les manieres d’utiliser ces représentations, en phase
avec les travaux de Radford (2011). II en est de méme pour le concept
d’équivalence qui est introduit tres tot, mais qui sera complexifié selon le type de
nombres utilisés, mais aussi le passage d"un travail sur 1'équivalence d’expressions
numériques a un travail sur I'équivalence d’expressions algébriques.

Soulignons que les concepteurs ont fait le choix d’introduire le concept de
variables des la premiere année du programme sans passer par l'introduction de
la lettre, mais plutdt par une compréhension conceptuelle de la variable en tant
que quantité qui varie, introduisant les lettres plus tard dans le cursus scolaire. Or,
certaines études laissent croire qu’il serait possible d’introduire les lettres des le
début du primaire afin de favoriser les liens entre les différentes représentations
de la variable. Les travaux de Ventura et al. (2021), basés sur les travaux de Blanton
et al. (2017) rapportent que des éleves de maternelle et de premiére année sont en
mesure d'interpréter la lettre en tant que quantité indéterminée lorsque placée face
a une séquence de taches particulieres liée a la modélisation de relation
fonctionnelle.

Par ailleurs, le fait que certains genres de taches soient explicites pourrait faire en
sorte que 1'éleve rencontre certains genres de taches plutot que d’autres, ce qui
jouera sur le potentiel de développement de la pensée algébrique. Par exemple, le
fait de ne pas rencontrer de taches de calcul réfléchi dans le domaine Algebre du
programme pourrait favoriser le développement de raisonnement plutdt axé sur
'obtention d’une réponse et sur 1'utilisation de registre qui ne mettent pas de
I'avant la structure des calculs exploitée. Une analyse des autres domaines
pourrait aider a mieux décrire la trajectoire.

6. Conclusion

L'approche du programme ontarien basée sur le développement précoce de la
pensée algébrique semble dans une certaine mesure une porte d’entrée
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intéressante pour réduire les discontinuités et ruptures entre les modes de pensées
arithmétique et algébrique documentés par les recherches sur la transition
arithmétique-algebre. En effet, les éleves sont, dés leur entrée a 1'école primaire,
mis en face de taches favorisant certains aspects de la pensée algébrique. Une
analyse des manuels permettrait de pousser plus loin la description du potentiel
de développement de la pensée algébrique du domaine Algebre du programme
ontarien en clarifiant les taches précises potentiellement rencontrées par les éléves
ainsi que certains éléments de 1’organisation didactique.

L’analyse du programme laisse aussi penser qu’il y aura une meilleure articulation
entre les différents types de pensée. Toutefois, ceci mérite une étude plus
approfondie. En effet, notre analyse ne permet pas de comprendre comment est
articulée la trajectoire du développement de la pensée algébrique dans le
programme ontarien avec celle du développement d’autres formes de la pensée
mathématique, en particulier la pensée algorithmique, nommée codage, qui
reléve, dans le programme, du méme domaine (Algebre). Enfin, notre recherche
montre que potentiellement, la stratégie du programme ontarien du
développement précoce de la pensée algébrique devrait apporter un
enrichissement des mathématiques enseignées par rapport au programme basé
sur une approche transitionnelle arithmétique-algébre. Mais que perd-on en
passant d'une approche transitionnelle & une approche de développement précoce
de la pensée algébrique? Il faudra attendre I'implantation du programme depuis
quelques années pour étre en mesure de constater ses effets sur les apprentissages
des éleves.
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analyse des programmes et des manuels officiels propres a chaque systéeme éducatif. Cette
recherche en cours s’inscrit dans le cadre du programme international APPRENDRE et
du projet intitulé : « Transition primaire-college au Bénin, Maroc et Tunisie. Etat des lieux,

Revue québécoise de didactique des mathématiques, 2022, Numéro thématique 2

(Tome 1), p. 59-95.


mailto:sonia.bennejma@fsb.u-carthage.tn
mailto:saidabouhanifa@yahoo.fr
mailto:eugene.oke@imsp-uac.org
mailto:ridha.najar@uqat.ca
mailto:hassane.squalli@usherbrooke.ca
mailto:adolphe.adihou@usherbrooke.ca

60

Revue québécoise de didactique des mathématiques

comparaison et perspectives de l'enseignement de l'arithmétique et de l'algebre ».
L'analyse menée se base sur le Modele épistémologique de référence de la pensée
algébrique (MRPA) (Squalli et al., 2019) et s’appuie sur les travaux développés dans le
cadre de I'Observatoire international de la pensée algébrique (OIPA). Cette étude vise a
analyser les praxéologies mathématiques développées dans les manuels et a identifier le
potentiel des taches proposées aux éléves pour développer la pensée algébrique avant
méme 'introduction du symbolisme algébrique. Ces analyses nous ont permis de lever
un coin de voile sur la maniere dont les programmes de chacun de ces pays préparent les
éleves a passer du cycle de l'enseignement primaire vers le cycle de I'enseignement
secondaire a propos de 'algebre.

Mots clés : savoir a enseigner, arithmétique/algebre, pensée algébrique, modele épistémologique de
référence, manuels.

The primary to secondary school transition in Benin, Morocco and Tunisia: analysis of
the knowledge to teach concerning the development of algebraic thinking in 6th grade
primary school textbooks

Abstract: This article focuses on the development of algebraic thinking at the end of
primary school in Benin, Morocco, and Tunisia, based on an analysis of the official
curricula and textbooks of each education system. This ongoing research is part of the
international APPRENDRE program, and the project entitled: "The primary-secondary
school transition in Bénin, Maroc and Tunisia. State of play, comparison, and perspectives
on the teaching of arithmetic and algebra." Our research was based on the epistemological
reference model of algebraic thinking (MRPA, Squalli et al., 2019) and draws on research
developed by the International Observatory of Algebraic Thinking (OIPA). The study
aims to analyze the mathematical praxeologies developed in textbooks in order to identify
the potential of tasks to develop algebraic thinking before algebraic symbolism is even
introduced. These analyses allowed us to lift a corner of the veil on how the curricula in
each of these countries prepare students for the transition from late primary to secondary
school in relation to algebra.

Keywords: knowledge to teach, arithmetic / algebra, algebraic thinking, epistemological reference
model, textbooks.

Introduction

Cette recherche s’inscrit dans le cadre du projet international « Transition
primaire-college au Bénin, Maroc et Tunisie. Etat des lieux, comparaison et
perspectives de I'enseignement de 1'arithmétique et de 1'algebre » du programme
APPRENDRE (Appui a la professionnalisation des pratiques enseignantes et au
développement de ressources). Ce projet (Najar et al., 2021) vise a analyser les
conditions et les contraintes liées au passage de I'arithmétique enseignée a 1’école
primaire vers l'algebre dispensée au college, et plus particuliérement la maniére
dont le curriculum de chaque pays prépare les éleves au développement de la
pensée algébrique avant l'introduction du formalisme conventionnel. Dans le
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cadre de cet article, nous présentons les principaux résultats relatifs aux
programmes et manuels de la derniére année du primaire (6¢ année du primaire)
pour les trois pays concernés par ce projet. Les fondements épistémologiques de
cette étude font référence au courant Early Algebra (Kieran et al., 2016) qui vise a
offrir aux éleves des opportunités pour soutenir la transition de I'arithmétique a
'algebre des 1'école primaire et le début du college. 1l s’agit, plus précisément, de
caractériser cette approche d’enseignement a partir du potentiel des curricula du
Bénin, du Maroc et de la Tunisie a développer la pensée algébrique par le biais de
situations d’apprentissage proposées. Ces analyses s’inscrivent dans le cadre de la
théorie anthropologique du didactique (Chevallard, 1997) en articulation avec le
modele praxéologique de référence de la pensée algébrique (Squalli et al., 2019,
Najar et al., 2021) et développé, a son tour, sur la base de certains travaux en
didactique de l'algebre (Bednarz et al., 1996; Grugeon, 1997; Lins et Kaput, 2004;
Carraher et Schliemann, 2007; Radford, 2014, 2018). Dans la premiére partie de cet
article, nous présentons les cadres épistémologique et théorique qui nous ont servi
de référence a cette étude. La seconde partie porte sur la description de la
méthodologie d’analyse suivie pour analyser les manuels scolaires de la 6¢ année
du primaire, pour les trois contextes institutionnels. La troisiéme partie est
subdivisée en trois sous-parties, chacune d’elle présentant une bréve description
du contexte d’étude, corpus des données a analyser et systéme d’enseignement
dans chaque pays. Finalement, nous exposons les principaux résultats relatifs a
I'analyse des praxéologies mathématiques développées autour de la pensée
algébrique. Celle-ci est illustrée par des extraits des manuels relatifs a chaque
contexte. Nous présentons ensuite la conclusion de cette étude.

1. Problématique

L’enjeu de I'enseignement des mathématiques au Bénin, Maroc et Tunisie, a ce
moment charniere de la scolarité obligatoire primaire/college réside dans le
passage d'un mode arithmétique de pensée a un mode algébrique. Depuis
longtemps, plusieurs chercheurs se sont penchés sur cette problématique et se sont
focalisés sur les caractéristiques de cette transition conceptuelle d'un domaine a
'autre des mathématiques (Verschaffel et De Corte, 1996, Kieran, 2007) mettant en
avant des obstacles qui peuvent étre rencontrés par les éléves pour une entrée dans
I'algebre. Vergnaud (1986) évoque une double rupture épistémologique entre
'arithmétique a l'algebre : d'un co6té, une opposition des caractéristiques de la
résolution arithmétique avec celles de la résolution algébrique, et de I’autre, une
opposition des modes d’appréhension des écritures algébriques et numériques
(statut du signe d’égalité, statut des lettres) ainsi que des modes de controle dans
la transformation des écritures. Pour leur part, Filloy et Rojano (1989) évoquent
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une coupure didactique le long de la ligne d’évolution d"une pensée arithmétique
a une pensée algébrique.

Ces dernieres années, le mouvement Early Algebra, fortement inspiré des travaux
de Kaput (1998), a remis en question I"approche classique d"une rupture nécessaire
dans l'approche d’enseignement de ces deux domaines pour proposer des
perspectives de recherche curriculaires, notamment dans la formation initiale et
continue des enseignants. Ce courant met I'accent sur le développement de la
pensée algébrique dés les premieres années du primaire sans recourir au langage
formel de l'algébre. Selon certains chercheurs (Kaput, 1998; Carraher et
Schliemann, 2007; Squalli et al., 2011,) cette nouvelle approche ne doit pas étre
envisagée comme une préalgébre, mais plutéot comme un moyen d’enrichir le
savoir mathématique a enseigner en développant certains concepts (inconnue,
variable, équation, égalité, variation, formule, fonction, etc.). Cette nouvelle
approche semble intéresser les curricula de mathématiques du primaire et du
college de plusieurs pays. Ainsi, a la suite des standards du National Council of
Teachers in Mathematics (NCTM) de 2000, les curricula en vigueur aux Etats-Unis
proposent le développement de la pensée algébrique des la maternelle et abordent
les fonctions dans les classes du primaire. Cette tendance ne fait pas exception
puisque, depuis les années 2000, nous assistons a des innovations dans les
programmes de mathématiques pour certains pays, visant de maniere explicite le
développement précoce de la pensée algébrique. Cest le cas, par exemple, de
toutes les provinces canadiennes, sauf le Québec, de plusieurs pays d’Asie (Chine,
Singapour, Corée du Sud, etc.), de I’ Australie, du Brésil, etc.

A l'instar du programme québécois, dans les programmes qui ne s’inscrivent pas
explicitement dans Early Algebra le développement de la pensée algébrique n’est
pas absent pour autant (Squalli et al., 2019). C’est dans cette visée que nous nous
proposons de fonder une réflexion sur la nature des contenus a enseigner dans les
trois pays concernés par ce projet en interrogeant cette dialectique
arithmétique/algebre a travers une analyse des programmes et des manuels du
primaire (puis du college) dans 1objectif de caractériser 1’approche
d’enseignement choisie dans chaque pays et son positionnement par rapport au
courant de Early Algebra. Les travaux réalisés par 1'Observatoire international de
la pensée algébrique (OIPA) ont déja abordé cette problématique dans plusieurs
pays, par exemple Bronner et Larguier (2018) en France, en Belgique et au Canada.
Pour notre part, nous explorons la maniére dont les programmes de
mathématiques de la fin du cycle primaire au Bénin, au Maroc et en Tunisie
envisagent l'entrée dans l'algebre a partir des situations d’apprentissage
proposées. Nous nous limitons, dans le cadre de cet article, a la mettre a I'épreuve
dans le curriculum de chaque pays et a dégager le potentiel d’éléments pertinents
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pour développer la pensée algébrique avant l'introduction du symbolisme
conventionnel. Ainsi, les questions de recherche qui se situent au cceur de notre
problématique sont les suivantes :

Comment la dialectique arithmétique-algebre est-elle envisagée dans chacun des
contextes institutionnels (Bénin, Maroc, Tunisie)? Quelles sont les caractéristiques
des situations d’apprentissages visant le développement de la pensée algébrique?
Ces situations préparent-elles les éleves a 1'algebre dispensée au college?

Nous commencons par caractériser les aspects d’ordre épistémologiques relatifs
au développement de la pensée algébrique a partir d'une synthese de travaux
prenant en compte différentes approches de I'enseignement de 1'algébre et son
rapport avec l'arithmétique.

2. Ladialectique arithmétique/algebre dans la scolarité obligatoire

Il ne s’agit pas dans cette partie de dresser un panorama des travaux existants a
propos de la nature du travail algébrique, mais d’identifier quelques enjeux de
I'enseignement de 'algebre élémentaire a ce niveau scolaire. Pour chacun de ces
enjeux, il s’agit de mettre en avant un certain nombre de points spécifiques a ce
domaine qui sont susceptibles de nous renseigner sur la nature des rapports
institutionnels développés aux objets de savoir algébriques, a I'entrée au college.
Ces rapports étant clivés entre 1'éleve et I'enseignant, ils répartissent les roles,
taches et compétences respectifs de chacun dans l'institution. Nous avons fait le
choix de prendre en compte, a partir de travaux en didactique de I’algebre, certains
aspects relatifs a I'enseignement de ce domaine d’étude.

Historiquement, 1’arithmétique en tant que discipline mathématique a précédé
'algeébre, ce qui a longtemps influencé les programmes d’enseignement des
mathématiques. Considérer l'arithmétique comme prérequis ou levier a
I'apprentissage de l'algebre a souvent été un argument de nature didactique
renforcant la dialectique de l'ancien et du nouveau et permettant ainsi de créer,
espérait-on, une certaine continuité dans l’enseignement des mathématiques.
De nombreuses recherches ont été menées autour des continuités et des ruptures
entre I'arithmétique et I'algébre en vue d"une meilleure compréhension des enjeux
institutionnels de 'enseignement de l'algebre. La connaissance des perspectives
d’enseignement de 1'algebre et des problématiques qu’elles peuvent poser permet
d’avoir du recul par rapport aux choix des stratégies d’enseignement compte tenu
de I'épistémologie du domaine et de 1'histoire de son enseignement.

Fruit d"une revue de la littérature de recherche et d'une analyse d’épreuves, ce
paragraphe expose certains travaux menés sur l'enseignement de l'algebre
(travaux anglo-saxons, travaux frangais...) qui témoignent d'une diversité
d’entrées possibles dans la pensée algébrique, selon les choix curriculaires de
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chaque contexte institutionnel (Ben Nejma, 2004, 2009, 2012, 2020;
Coulange et al., 2012). Ces entrées se réalisent selon différentes perspectives
d’enseignement évoquées dans les travaux de Bednarz et al. (1996):

L'introduction de I'algebre élémentaire se réalise selon différentes approches : les
regles de transformation et de résolution d'équations (l'enseignement actuel se
réduit souvent a cette approche équationnelle), la résolution de probléemes ou de
situations problémes (qui, historiquement, a joué un role important dans le
développement de l'algebre et de son enseignement), la généralisation (suscitant
I'intérét de certains programmes), l'introduction plus récente des notions de
variable et fonction (apparues bien plus tard historiquement et occupant une place
importante dans certains curricula) et 1'étude des structures algébriques (qui a
marqué l'enseignement des mathématiques dans les années 1960). (Bednarz, et
al., 1996, p. 96, traduction libre?)

La transition institutionnelle primaire/college est marquée par le probleme du
passage de l'arithmétique a l'algebre. Des chercheurs ont distingué la pensée
arithmétique (Verschaffel et De Corte, 1996) et la pensée algébrique (Kieran, 2007).
La notion d’obstacle épistémologique a émergé dans les travaux de
Vergnaud et al. (1988) «une rupture épistémologique importante avec
'arithmétique » (p. 189). L'entrée dans 1'algebre la plus familiere est celle par les
équations et par la démarche analytique via la mise en équations de problemes
divers. La lettre a alors prioritairement un statut d’inconnue et les objets traités en
priorité sont les équations et les inéquations. Dans le mouvement de Early Algebra
en vogue dans certains curricula (Russie, Etats-Unis, Brésil, Canada, etc.),
fortement inspiré des travaux de Kaput (1998), cette approche classique est remise
en question. Il ne s’agit pas d'une préalgebre (Squalli, 2015), mais plutét d'un
moyen d’enrichir les contenus mathématiques dispensés au primaire dans le but
de développer la pensée algébrique chez les éleves, en consolidant 1'acquisition
des concepts mathématiques (le concept d’opération, d’égalité, d’équation, de
régularité, de formule, de propriété, de variable et de variation, entre autres). La
lettre est alors envisagée comme un nombre généralisé et les objets privilégiés sont
les formules, qui expriment les régularités. Ce courant de recherche met en avant
deux approches complémentaires et interreliées, I'algebre comme un ensemble

1 The introduction of school algebra can take many different directions: the rules for transforming
and solving equations (to which current teaching often reduces algebra), the solving of specific
problems or classes of problems (which has played an important role historically in the
development of Algebra and his teaching), the generalization of laws governing numbers (a
very strong focus on certain curricula), the more recent introduction of the concepts of variable
and function (which appeared much later historically and which occupy a position of growing
importance of some programs), and the study of the algebraic structures (which marked the
school curriculum in the 1960s under the influence of modern mathematics). (Bednarz et
al., 1996, p. 96)
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d’activités mathématiques (résolution de problémes, étude de structures,
modélisation, étude de relations fonctionnelles, etc.) et I’algebre comme un mode
de pensée (pensée algébrique), en tant que processus impliqués dans ce type
d’activités. Ainsi, deux composantes essentielles de la pensée algébrique fondent
cette approche (Squalli et al., 2020), la tendance a généraliser et la tendance a
raisonner de maniére analytique. Dans cet article, nous analysons les entrées
possibles dans 'algebre en référence au cadre théorique évoqué en se focalisant
sur trois approches d’enseignement qui nous semblent a la fois complémentaires
et interdépendantes: la généralisation, la résolution de problemes et la
modélisation.

2.1. L’approche généralisation

L’entrée familiere de cette approche adoptée par certains curricula est de faire
émerger les nombres généralisés comme préconcepts des variables et d’engager
les pratiques scolaires dans l'utilisation du symbolisme pour une meilleure
mémorisation des propriétés. En effet, comme le souligne Chevallard (1994) « la
création du langage algébrique permet de dégager plus nettement la
problématique d’étude du numérique, en la posant, sans I'opposer, a coté de la
perspective calculatrice » (p.75). L'utilisation du symbolisme en algebre, et en
particulier les lettres qui désignent des quantités connues ou inconnues, permet
de conserver une trace écrite des opérations réalisées et méme de mettre au jour
de nouvelles connaissances sur 1'objet d’étude. L’algebre utilise ainsi pleinement
la valeur «monstrative » de l'expression, contrairement a l’arithmétique qui
n'envisage que l'aspect calculatoire du langage numérique. Cette perspective
d’enseignement permet ainsi d’engager les éléves dans la rationalité algébrique a
travers des situations numériques ou figurales, en particulier par la recherche de
« patterns ». Cependant, cette valeur monstrative d'une expression n'est pas une
caractéristique de l'expression, mais une propriété émergente chez le sujet, d'ott la
primauté de la pensée sur la nature de I'ostensif et du symbolisme. Dans ce sens,
les travaux réalisés dans le courant Early Algebra (Kieran et al., 2016) mettent en
avant la généralisation comme une composante essentielle de la pensée algébrique
par l'étude des régularités et des relations. Dans cette perspective, les éleves
reconnaissent, décrivent et généralisent des régularités via des situations réelles et
sont amenés a construire des modeles mathématiques qui leur permettent de
prévoir leurs évolutions. Ainsi, contrairement aux approches d’enseignement
classiques, 1'objectif n’est pas d'introduire le symbolisme littéral pour donner du
sens aux concepts ou faire émerger des propriétés, mais plutot de développer la
généralisation algébrique (généraliser, formuler et justifier les généralisations) en
tant que composante essentielle de la pensée algébrique. Bien que la présence
d’opérations (lois de composition interne ou externe, binaire ou n-aires) en nombre



66

Revue québécoise de didactique des mathématiques

fini soit essentielle et assure le caractére algébrique de I'activité, la présence des
lettres n'y est pas indispensable.

2.2 L’approche résolution de problemes

Dans la perspective d’enseignement classique de 1'algebre, cette approche vise a
engager les pratiques scolaires dans la mise en équation et la résolution des
équations et de faire émerger les concepts d’'inconnue et de raisonnement
algébrique. L’enjeu principal pour accéder avec celle-ci au raisonnement
algébrique est de permettre de dépasser la rupture épistémologique entre
l'arithmétique et l'algebre. Dans la perspective de Early Algebra que nous
adoptons dans cette recherche, I'enjeu essentiel de cette approche est d’amener les
éleves a raisonner de maniére analytique, ce qui différe d'apprendre a résoudre
des équations selon une démarche algébrique. Ainsi, I'objet est le développement
d’une pensée algébrique, assez tot en faisant progresser les moyens sémiotiques
dont dispose 1'éleve dans un contexte de résolution de problemes. Plusieurs
différences fondamentales entre les démarches de résolution de problemes en
arithmétique et en algebre sont mises en avant. En arithmétique, on part de ce que
I’on connait et 'on avance vers ce que I'on recherche, en progressant dans le connu.
Cette démarche reléeve de la synthese (Gascon, 1995). En algébre, des lettres étant
choisies pour désigner les nombres cherchés, des relations sont établies entre le
connu et I'inconnu, mis sur le méme plan. Un traitement formel de ces relations
conduit ensuite au résultat cherché. Cette démarche releve de I'analyse et suppose
un changement profond des modes de pensée. En outre, dans I'approche classique
de l'enseignement de l'algebre lors d'une résolution arithmétique, les stratégies
utilisées sont souvent liées au contexte de la situation évoquée par 1'énoncé alors
que lors d’une résolution algébrique, la légitimité du traitement formel des
relations produites s’appuie sur des regles de calcul algébrique, qui n’ont plus
forcément de sens par rapport au contexte de départ, et les calculs sont alors
contrdlés par le sens interne des écritures algébriques. Dans la perspective de
Early Algebra, cette vision des choses est remise en question, car la démarche
algébrique ne se définit pas par l'utilisation du formalisme du langage algébrique
conventionnel, I'éleve peut raisonner analytiquement tout en restant attaché au
contexte. Par exemple, dans les problemes de partage inéquitable, il peut utiliser
la notion de part, liée au contexte, comme substitut a I'inconnue et opérer sur elle
pour former l'équation et la résoudre. Dans cette perspective, le développement
du raisonnement analytique y constitue une composante essentielle de cette
approche deés le primaire, et l'introduction de la mise en équation dans
I'enseignement classique peut venir bloquer ce type de raisonnements.

De nombreux travaux ont mis en évidence qu’entre la catégorie des raisonnements
non analytiques (degré d’analyticité nul) et celle des raisonnements analytiques
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(degré d’analyticité optimal) il existe une autre catégorie de raisonnements riches
sur le plan de la pensée mathématique, mais qui ne peuvent étre classés comme
analytiques ou non analytiques (degré d’analyticité non nul mais non optimal).
Nous pouvons citer les travaux de Adihouetal., (2020) ainsi que ceux de
Squalli et al., (2020).

2.3 L’approche modélisation

Chevallard (1989) propose une théorisation de I’activité mathématique, a I’aide de
la notion de modélisation, en considérant que l'activité mathématique consiste a
modéliser des systemes qui peuvent étre aussi bien mathématiques
qu’extramathématique (physique, chimie, biologie, économie, démographie, etc.).
En effet, le terme «mathématisé» désigne, selon I'auteur, le systeme
mathématique que 1'on va modéliser, et le terme « mathématique » pour parler du
modeéle que l'on fabrique Des exemples de projets d’enseignement ont été
construits en s’appuyant sur cette notion de modélisation par Gascén (1995), qui
permettent de montrer que la résolution de problemes, dont on fait souvent
I'essentiel de l'activité mathématique, n'est qu'un aspect de lactivité de
modélisation (et n’est donc qu'un aspect de I'activité mathématique). Dans le cadre
de cette approche par la modélisation, I'objectif de I'activité mathématique est de
produire des connaissances sur des systémes (mathématiques ou extra-
mathématiques) en construisant des modeles mathématiques de ces systemes.
Selon Gascon (1995), les modéles mathématiques ne sont pas ici le point de départ
ni le but de I'étude; ils sont des outils de production de connaissances sur les
systemes modélisés. Dans cette perspective d’enseignement, une grande place est
accordée a la flexibilité entre les registres de représentations sémiotiques et les
cadres mathématiques. Cette approche est a la base de travaux visant une
caractérisation des problemes qui requierent une modélisation algébrique
(Gascon, 1995; Bednarz et Janvier, 1996; Squalli et al., 2020; Ben Nejma, 2021).
Ainsi 'une des principales difficultés a mettre en place cet enseignement est
d’arriver, a travers des situations appropriées, a faire distinguer par les éléves le
sens de l'inconnue, la variable, le parametre, la formule, etc., avant méme
l'introduction du symbolisme algébrique.
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Ces difficultés sont clairement mises en évidence par l'auteur a travers une analyse
du sens donné par les éleves aux représentations symboliques et aux diverses
notations sur laquelle se base cette modélisation. Les distinctions qu'il fait entre
formule, équation, inconnue, variable, indéterminée, nombre polyvalent dans une
expression symbolique permet de mieux situer les différentes approches de
l'algebre, rappelons que ces distinctions ne peuvent étre déterminées a priori mais
qu’elles sont essentiellement liés a l'activité de I'éleve. (Bednarz et al., 1996, p. 10,
traduction libre?)

Selon ce point de vue, Early Algebra vise donc a avoir une vision plus large que
cette arithmétique généralisée qui remplace pratiquement les nombres par les
lettres lors de I'enseignement de 'algebre. C’est également selon ce point de vue
que nous abordons cette recherche a travers une analyse des problémes proposés
a la transition primaire/collége dans ces trois pays.

3. Cadre théorique

La recherche que nous envisageons repose sur des cadres conceptuels de la
didactique des mathématiques basée sur la théorie anthropologique du didactique
et la proposition d"un modele praxéologique de référence de la pensée algébrique
pour caractériser l’activité mathématique.

3.1 Lanotion de praxéologie

La théorie anthropologique du didactique (TAD) permet de modéliser toute
pratique humaine ou sociale en termes de praxéologies ou organisations
praxéologiques (Chevallard, 1989). Celle-ci permet de décrire et d’analyser toute
activité en la décomposant en un quadruplet (tdche, technique, technologie et
théorie). Selon ce modele, les pratiques institutionnelles peuvent étre analysées par
un découpage en un systéme de taches (t) appartenant a des types de taches (T)
(Bosch et Chevallard, 1999). Toute tache t est accomplie au moyen d’une technique.
Chaque technique est justifiée a son tour par une technologie. Celle-ci correspond
a un discours rationnel qui permet d’expliquer la technique. Finalement, toute
technologie repose elle-méme sur les fondements d’une théorie (Chevallard, 1990).
Cette décomposition en praxéologies permet de modéliser I’activité mathématique
pour en favoriser I’analyse. Par ailleurs, Chevallard (2002) identifie des niveaux de
codétermination mathématiques selon les praxéologies a étudier. Un complexe de
techniques, de technologies et de théories organisées autour d'un type de taches

2 These difficulties are clearly shown by the author through an analysis of the meaning’s students
give to symbolic representations and various notations on which this modeling is based. The
distinctions he makes among formula, equation, unknown, variable, indeterminate value, and
polyvalent noun in a symbolic expression help us to better situate the various approaches to
algebra, reminding us that these distinctions cannot be determined a priori but that they are
essentially linked to the student’s activity. (Bednarz et al., 1996, p. 10)
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forme une organisation mathématique ponctuelle (ou praxéologie ponctuelle).
L’amalgamation de plusieurs praxéologies ponctuelles créera une praxéologie
locale, régionale ou globale selon que 1'élément amalgamant est, respectivement,
la technologie, la théorie ou la position institutionnelle considérée. Celles-ci
lorsqu’elles se regroupent autour d’une technologique déterminée, elles sont
nommeées praxéologies locales qui, a leur tour, lorsqu’elles font appel a une méme
théorie, sont qualifiées de praxéologies régionales. Ainsi, une organisation
praxéologique globale est par I'agrégation de plusieurs organisations régionales
correspondant a plusieurs théories. Dans le contexte de cette étude, cette
modélisation est exploitée dans le cadre du développement de la pensée
algébrique pour analyser les praxéologies développées a la fin du cycle primaire
dans les trois institutions.

3.2 Le modele praxéologique de référence de la pensée algébrique pour
caractériser 1’activité mathématique

Le modele praxéologique de référence de la pensée algébrique (MPRPA)
(Najar et al., 2021) assez proche des modeles épistémologiques présentés par
certains travaux (Bronner et Larguier, 2018; Pilet et Grugeon-Allys, 2020), mais
avec une organisation différente proposés dans les travaux de 1'OIPA et
s‘appuyant sur des travaux de recherche en didactique de I'algebre
(Bednarz et al, 1996; Lins et Kaput 2004; Carraher et Schliemann, 2007; Radford,
2010, 2015; Squalli, 2015), servira de base de travail dans ce projet de recherche. Sa
mise en fonctionnement nous permet d’analyser le savoir enseigné présente dans
les manuels, en lien avec le développement de la pensée algébrique congue comme
une praxéologie mathématique globale. Dans ce modele, celle-ci s’organise en trois
praxéologies mathématiques régionales (PMR) : Généraliser (G), Modéliser (M) et
Calculer (C). Chacune d’elle s’organise autour de praxéologies locales. La PMR
« Généralisation » se décline en deux PML: généralisation de régularités et
généralisation de regles, de formules, de loi et d’algorithmes. La PMR
« Modélisation » se décline en trois PML : Modélisation de situations intra ou
extramathématiques par des expressions numériques; Modélisation de situations
intra ou extramathématiques par des équations et Modélisation de situations intra
ou extramathématiques par des fonctions. La PMR « Calcul » se décline quant a
elle en deux PML: Calcul sur des expressions numériques et Calcul sur des
expressions algébriques. La figure 1 présente 1’architecture du MRPA investi dans
le cadre de cette étude.
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Praxéologie mathématique globale

Pensée algébrique
| | |
Praxéologie mathématigue Praxéologie mathématique Praséologie mathématique
reégionale regionale régionale
Geéneralization : & Modelisation : M Cabeul : C
\\ PML : M1 : Modélisation de PLM : C1 : Caleul sur
———  mathématiques par des DUMmerques
EXPIessIOns DIImeriques
PLM : C2 : Calcul sur
PML: M2 : Modéhsahon de les expressions
| & situations intra ou exta algébriques
mathématiques par des
equations
PML: M3 : Modéhsaton de
mathématiques par des
fonchons

Figure 1. Architecture du MPRPA (Najar et al., 2021, p. 5)
4. Méthodologie

Pour étudier les problemes de la transition arithmétique-algebre dans les trois
pays concernés par ce projet, nous avons fait '’hypothese que l'analyse du
développement de la pensée algébrique permet d'étudier la transition
arithmétique-algebre. En lien avec le premier objectif, la méthodologie d’analyse
du curriculum officiel utilisée dans le réseau OIPA et présentée par Bronner et
Larguier (2018) s’inscrit dans la théorie anthropologique du didactique que nous
considérons comme pertinente pour étudier et comparer le développement de la
pensée algébrique dans divers contextes géographiques, sociaux et politiques.
Selon Bronner et Larguier (2018), les étapes de cette méthodologie d’analyse
consistent a développer un modele praxéologique de référence de la pensée
algébrique, repérer les instances et textes officiels et identifier les données a
analyser et enfin analyser les éléments relatifs a 1'organisation mathématique.
Par ailleurs, la réflexion sur le développement de la pensée algébrique du point de
vue de la dialectique arithmétique/algebre souleve des réflexions quant aux
techniques possibles a mettre en ceuvre par les éleves, indépendamment des
attentes institutionnelles, permettant d’accomplir un type de tadches donné.
Squalli et al. (2020) instaurent alors la notion de potentiel algébrique d"un point de
vue méthodologique pour répondre a cet objectif.
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4.1 Lanotion de potentiel algébrique

La perspective du développement de la pensée algébrique des 1’école primaire
souléve des questions de fond en rapport avec les pratiques institutionnelles et les
pratiques scolaires pour résoudre les taches qui leur sont proposées dans le cadre
arithmétique ou algébrique. Squalli et al. (2020) partent du fait qu'une tache
potentiellement algébrique peut étre résolue par une technique arithmétique ou
une technique algébrique. Si 1'énoncé de la tache encourage 1'utilisation d’'une
technique arithmétique, ou si la technique algébrique est hors de portée de I’éleve,
nous dirons que le degré du potentiel algébrique de la tache est faible. Dans le cas
opposé, si I'énoncé de la tache encourage 1'utilisation d'une technique algébrique,
ou si la technique algébrique est accessible a 1’éleve, nous dirons que le degré du
potentiel algébrique de la tache est fort. Nous avons ainsi une échelle a trois
degrés : nul (taiche purement arithmétique), faible et fort. Dans le corpus des taches
obtenu, il s’agit de distinguer entre les taches potentiellement algébriques et les
taches qui ne le sont pas (purement arithmétiques).

Une tache est purement arithmétique si les nombres qu’elle implique sont tous
déterminés et si le calcul repose uniquement sur la qualité nombrante des nombres
(leurs valeurs), si les opérations arithmétiques sont exécutées et, si le raisonnement
porte toujours sur des nombres déterminés.

Nous illustrons par des exemples la nuance entre une tache a potentiel nul et une
tache a potentiel faible :

4.1.1 Exemple de tache a potentiel nul

Chaque année les parents de Said fétent son anniversaire, ils préparent un gateau
avec autant de bougies que son age. Ainsi, a sa premiére année de naissance, ils
ont soufflé une bougie, puis deux a sa deuxieme année, trois a sa troisieme année
et ainsi de suite. A la fin de la féte, la maman de Said lui dit : « depuis ta naissance,
nous avons utilisé en tout 78 bougies » quel est I'dge de Said?

Une technique algébrique consiste a trouver la formule de la somme des nombres
consécutifs de 1 a n: n(n + 1) /2 et a résoudre 1'équation : n(n + 1)/2 = 78.
Cette technique est hors de portée des éleves de 6¢ année du primaire. Nous
accordons donc un potentiel nul a cette tache.

4.1.2 Exemple de tache a potentiel faible

Un agriculteur est allé au souk avec un montant de 2 143,50 dhs dans son
portefeuille. Il a vendu 17 moutons a 48 600 dhs et 5 chevres a 3 775 dhs. Il a acheté
deux vaches a 44 125 dhs et des fourrages a 785,75 dhs. Quel est le montant restant
chez l'agriculteur?
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Une modélisation numérique de ce probleme est :
[2143,50 + (48600 + 3775)] - (44125 + 785,75)

Le probleme étant connecté, c’est-a-dire qu’il existe un moyen d’obtenir la valeur
de I'inconnue en opérant uniquement sur des nombres et des relations connus.
Nous constatons dans ce cas qu'une technique arithmétique est facilement
accessible et fait obstacle a toute technique algébrique. Nous accordons donc un
potentiel faible a cette tache.

Il nous a ainsi semblé important, a la lumiere de la problématique, d’analyser le
potentiel du développement de la pensée algébrique dans la transition
primaire/college dans ces trois pays (& I’Annexe 1 nous présentons les niveaux
scolaires concernés par I'étude et les tranches d’ages selon les systemes scolaires
(France, Québec, Maroc, Bénin et Tunisie).

4.2 Corpus de données et méthodologie d’analyse

Le protocole d’analyse, mis en place pour mener les analyses des manuels scolaires
et les guides de I'enseignant dans les trois pays, a porté sur 'identification des
taches mathématiques et leur caractérisation selon le MPRPA ainsi que le degré du
potentiel algébrique des taches proposées. Une taiche mathématique se présente,
ici, sous forme d’un exercice, un probleme ou une question isolée ou non. Elle peut
étre composée de sous-taches ou faire partie d'un probleme comportant plusieurs
taches. Il s’agit de faire d’abord une lecture des taches présentes dans les manuels
officiels des trois pays, pour la derniére année du cycle primaire. Nous
sélectionnons, ensuite, les taches qui relévent des quatre domaines : nombres et
calcul, grandeurs et mesures, géométrie et organisation et gestion de données
faisant entre autres intervenir une ou plusieurs opérations de I'arithmétique. Nous
menons une analyse a priori des situations d’apprentissage proposées dans le
manuel scolaire pour chacun des pays concernés par 1'étude en vue d’identifier la
nature des praxéologies régionales et locales ainsi que le genre de taches en lien
avec chaque praxéologie locale. Nous identifions, a partir des techniques
permettant d’accomplir ce genre de taches, le degré du potentiel algébrique de la
tache. Par ailleurs, la caractérisation du degré de potentialité algébrique des
situations proposées dépend du statut de la tAche proposée et donc des moments
de I’étude qui caractérisent les praxéologies didactiques qui accompagnent la mise
en ceuvre des praxéologies mathématiques développées dans ces manuels.

Nous commengons par présenter une breve description des contextes
institutionnels (béninois, marocains et tunisiens) et des choix opérés par chaque
noosphére pour préparer les éleves a 1'algebre avant 'usage du formalisme
conventionnel, puis nous présentons les principaux résultats relatifs a I’analyse
des manuels de la 6¢ année du primaire dans chaque institution. Nous illustrons
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nos analyses a priori par quelques extraits de manuels permettant d’expliciter la
méthodologie suivie.

5. La transition primaire/collége au Bénin, au Maroc et en Tunisie

Nous nous intéressons aux caractéristiques de la transition institutionnelle
primaire /collége dans les trois pays Maroc Tunisie et Bénin du point de vue des
rapports entre l'arithmétique et l'algebre. En particulier, nous analysons la
maniére dont chacun des pays prépare les éléves a 1’algebre et au développement
de la pensée algébrique.

5.1. Description du contexte institutionnel et apercu sur les choix
d’entrées a I’enseignement de 1'algébre au collége

Dans ce paragraphe nous présentons une bréve description du contexte
institutionnel relatif a chacun des pays concernés par la recherche ainsi que les
approches d’enseignement adoptées par chacun des pays pour une entrée dans la
pensée algébrique.

5.1.1 Au Bénin

Au Bénin c’est une approche par compétences qui est prescrite dans tout le
systeme éducatif. Les domaines d’étude du programme en classe de 6¢ année du
primaire en mathématiques s’organisent autour de I’arithmétique, la mesure et la
géométrie. Les principes de la numération décimale sont a consolider. Les activités
de construction, de comparaison, de composition et décomposition, d’ordre,
d’arrondissement, d’estimation et d’opération sur les nombres doivent toujours
prendre appui sur les ordres et les classes. Ainsi, les themes développés en
arithmétique tout au long du primaire sont : nombres entiers (a partir du CI3);
fractions (a partir du CE2%); nombres décimaux (a partir du CM15). Le cadre des
grandeurs (mesures de longueur, d’aire, de volume, de temps, les monnaies) et
'organisation des données (proportionnalité, pourcentage, échelle et statistiques)
sont aussi progressivement introduits a partir du CP¢. Le programme d’études
béninois au primaire ne fait pas référence explicitement a I'algebre. On peut donc
dire que le programme ne positionne pas 'algebre comme domaine, mais que les
contenus des domaines mis en évidence explicitement, ainsi que les activités
suggérées, prépareraient les éléves a I'apprentissage de 1’algebre. Un seul manuel
officiel est prescrit : La Mathématique au cours moyen Deuxiéme année (Ministere
des enseignements maternel et primaire du Bénin, 2004a). Au college, apparait

Cours d’initiation ou premiére année du primaire.

Cours élémentaire deuxieme année ou quatrieme année du primaire.
Cours moyen premiére année ou 5¢ année du primaire.

Cours préparatoire ou 2¢ année du primaire.

A G A~ W
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clairement le calcul littéral qui introduit implicitement l'algébre dans le
programme de premiere année de college. Les activités de la géométrie ont plus
de place que les activités numériques. Deux manuels sont prescrits officiellement.
Le premier manuel est édité en 2006, Conquéte de compétences. Le deuxieme
manuel est édité en 2017, Réussir en mathématiques. Dans ce deuxiéme manuel,
les taches nous semblent plus contextualisées et favorisent davantage 1’approche
pédagogique prescrite. Les situations d’apprentissage sont souvent accompagnées
de figures, dessins, schémas, etc. De ce fait elles devraient permettre aux éleves de
se représenter les données et les relations et de faire émerger des techniques de
résolution de nature algébrique sans forcément passer par le symbolisme
algébrique.

5.1.2 Au Maroc

Au Maroc, l'algébre est introduite comme une arithmétique généralisée; la
structure du programme de college est basée sur 1'extension des systémes de
nombres et 1"établissement du calcul algébrique sur ces domaines de calcul dont la
maitrise par les éleves est 'un des objectifs essentiels du curriculum d’algebre a ce
niveau (ministére de I'Education nationale du Maroc, 1991). Selon le curriculum
du secondaire collégial, les mathématiques y occupent une place importante
justifiée par leur contribution efficace au développement de la pensée logique et
au développement de diverses capacités de I’apprenant (ministére de I'Education
nationale du Maroc, 2009). Les directives des orientations pédagogiques (ministere
de I'Education nationale du Maroc, 2009) présupposent que I’enseignement des
mathématiques soit adapté a la réalité de l'éleve, en harmonie avec le contexte
culturel, social et économique de son pays, ouvert aux évolutions qu’il connait
aujourd’hui de maniere a lui permettre de s’adapter en permanence aux nouveaux
développements de la connaissance et de la technologie. Avant 2019, le curriculum
du primaire est réduit a la présentation d'un programme d’études dans chaque
niveau scolaire de la premiére année a la 6¢ année (ministere de 1'Education
nationale du Maroc, 2011). La discipline mathématique y est présentée de maniere
indépendante des autres disciplines (ministere de 1'Education nationale du
Maroc, 2011). La situation a changé en 2020, dans le nouveau curriculum
(ministére de I'Education nationale du Maroc, 2020) on voit I'apparition du
domaine : mathématiques, sciences et techniques. Par ailleurs, le programme de
mathématiques reste présenté en domaines d’études. En plus des trois domaines
mathématiques de l’ancien programme: Nombres et calculs, mesure, et
Géométrie, un nouveau domaine vient s’ajouter, sous le titre : Organisation et
traitement des données. La résolution des probléemes reste une composante
importante dans les deux programmes. Dans le nouveau curriculum (ministere de
'Education nationale du Maroc, 2020), le nouveau programme est toujours basé
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sur une approche par compétences. L’objectif principal de l'enseignement des
mathématiques est d’exploiter les compétences acquises dans la recherche, la
modélisation, le raisonnement, la résolution de problemes, la communication et
"autoformation. Nous avons opté pour le choix d"un manuel scolaire (Ministere
de I'Education nationale du Maroc, 2020a) pour la 6¢ année du primaire, en langue
arabe et d’'un manuel scolaire (Ministere de 1'Education nationale du
Maroc, 2020b) pour la 1r¢année du college, en langue francaise, ainsi que pour les
guides de l'enseignant qui leur sont associés. Dans ce contexte, chaque
établissement scolaire ou direction provinciale, aprés concertation au niveau du
conseil pédagogique, choisit le manuel que les éléves vont utiliser durant I’année
scolaire. Ces manuels s’adressent principalement a I’éléve, mais leur utilisation se
fait sous la supervision de l’enseignant et selon ses choix de transposition
didactique.

5.1.3 En Tunisie

Le systeme éducatif scolaire tunisien est composé de deux cycles d’enseignement,
'enseignement de base d'une durée de 9 ans (6 ans de primaire et 3 ans de college)
et 'enseignement secondaire d’'une durée de 4 ans sanctionné par l'examen
national du baccalauréat a la fin de la 4¢ année. L’enseignement de base constitue
un cycle complet qui s’étale sur neuf années accueillant des éléves de premieére
année (6 ans) jusqu’a la 9¢ année (14-15 ans). Il se compose a son tour de deux
cycles complémentaires, le premier cycle (cycle primaire) dispensé dans les écoles
primaires et d"une durée de six ans, subdivisés en trois degrés de deux ans chacun,
et le second cycle (cycle préparatoire) dispensé dans les colléges et d'une durée de
trois ans. L’examen de fin d’études de I'’enseignement de base est organisé au
terme de la 9¢ année et sanctionné par le diplome de fin d’études de l’enseignement
de base (DFEB). La transition primaire/collége est accompagnée d'un changement
dans la désignation des lettres et du sens de l’écriture symbolique. En effet,
Jusqu’en 6¢ année le symbolisme s’appuie sur 'alphabet arabe pour désigner des
figures géométriques et les unités de mesure (grandeurs et temps). Le sens des
opérations suit celui des textes arabes, c’est-a-dire de droite a gauche. A partir de
la7¢ année de base, la langue naturelle en usage a l'écrit et a l'oral en
mathématiques est la langue arabe, que ce soit au primaire ou au college.
L’enseignement de base repose sur une approche par compétences qui vise a
développer chez l'éleve la résolution de probléemes dans une perspective
interdisciplinaire permettant l'intégration dans l’enseignement secondaire, la
formation professionnelle ou l'insertion dans la société. Le programme de
mathématiques vise le développement des concepts de nombres naturels, des
nombres décimaux et des nombres rationnels ainsi que les opérations sur ces
nombres et la notion de proportionnalité. L'apprentissage comporte également
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différents usages des représentations de ces nombres faisant appel a des registres
de représentations sémiotiques variés (numériques, géométriques, graphiques) et
leur utilisation dans la résolution de problemes contextualisés essentiellement par
des techniques de nature arithmétique. Par ailleurs, dans ce contexte nous
disposons, pour chaque niveau d’enseignement, d’un manuel officiel unique qui
représente la principale référence a suivre par I'enseignant et ses éleves et traduit
en quelque sorte les objectifs du programme officiel (Ministere de 1'Education
nationale de Tunisie, 2020a). Celui-ci s’organise autour de directives officielles des
concepteurs sans explicitation des pratiques institutionnelles a mettre en ceuvre.
Seul le cycle primaire compte un livre du maitre en tant que ressource
supplémentaire d’accompagnement des pratiques enseignantes
multidisciplinaires au niveau de leur formation initiale.

5.2. Analyse des manuels officiels de la 6¢ année du primaire dans les
trois pays

Dans cette section, nous présentons une analyse des manuels officiels de
mathématiques de 62™me année primaire relatifs au Bénin, Maroc et Tunisie. Nous
analysons l'ensemble des taches proposées selon le modele praxéologique de
référence de la pensée algébrique et nous illustrons cette analyse par des extraits
de probléemes proposés dans ces manuels.

5.2.1 Cas du Bénin

En 6¢ année du primaire, les taches du corpus sont des problemes et situations
probléemes relevant du domaine de l'arithmétique directement ou d’autres
domaines tels que la géométrie, les grandeurs et la statistique. Ces taches
concernent principalement les nombres entiers naturels, les fractions et les
nombres décimaux. Elles articulent toutes les opérations entre ces nombres selon
le domaine de contextualisation de la tache. Les résultats selon les genres de taches
sont présentés dans le tableau suivant.

Tableau 1 : Totaux des taches selon leurs genres et le degré du potentiel algébrique

Praxéologie Généralisation Modélisation  Calcul Total

régionale

Effectifs 3 53 240 296

Fréquences 1,01 % 17,91 % 81,08 % 100 %

A (potentiel nul) 1,01 % (3) 1,01 % (3) 73,65 % (218) 75,68 %
(224)

B (potentiel faible) 0 % (0) 16,89 % (50) 7,43 % (22) 24,32 % (72)

C (potentiel fort) 0% (0) 0% (0) 0% (0) 0% (0)
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Ce tableau permet de constater que la praxéologie « Calculer » occupe une bonne
partie des taches du manuel et que les autres praxéologies sont trés peu présentes.
Les taux de potentiel algébrique obtenus nous ameénent a dire que 1'algebre est
quasiment absente ou que la transition vers 1'algébre est tres peu perceptible. Le
manuel scolaire du primaire assez représentatif des programmes officiels accorde
une large importance a la praxéologie mathématique régionale (PMR) « Calculer »
(plus de 81 %). La PMR « Généraliser » est quasiment absente.

Nous présentons quelques exemples dans le corpus du manuel La mathématique
au cours moyen Deuxieme année (Ministere des enseignements maternel et
primaire du Bénin, 2004a):

5.2.1.1 Exemple de tiche relevant de la PMR « Généraliser » (en page 27)
Recopie et compléete chaque suite
(A) 12,5, 7,102,195 o ci) o v ey e eeh e ey e ey e
(B):1,4,28,56,11,2; ...;...;...;179,2
(O): 153,927 oo vy s e ees ey s ey e

Pour compléter la chaine de suite (A), il faudrait remarquer qu’apres les deux
premiers termes, chaque terme est obtenu en faisant la somme des deux qui le
précédent. Pour compléter la chaine de suite (B), il faudrait constater qu’a part le
premier terme, chaque terme est le double du terme qui le précede. Enfin pour la
chaine (C), apres le premier terme, chaque terme est le triple du terme qui le
précede.

Cette tache est du type G1.1 dans la PML G1 car la régularité de chacune des suites
a partir des informations de I'énoncé est bien établie. Le degré du potentiel
algébrique de cette tache est nul car cette tdche n’oblige pas a un raisonnement
algébrique pour la résoudre. On peut opérer directement par des opérations
arithmétiques pour compléter chaque suite.

5.2.1.2 Exemple de tache relevant de la PMR « Modéliser » (en page 13)

Trois associés se partagent une certaine somme. Le premier prend les 12/30 le
second prend les 8/30. Quelle fraction de cette somme revient a la troisieme
personne?

Cette tache se situe aussi dans le genre de taches M2.1 avec un degré du potentiel
algébrique faible car on pourrait faire apparaitre de facon implicite une inconnue
pour déterminer la part de la troisieme personne.

5.2.1.3 Exemple de tache relevant de la PMR « Calculer »

Donne une fraction de dénominateur 100 équivalente a chaque fraction :
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(A)3/5; (B) 1/4

Dans cette tache, c’est la transformation d’une expression en des expressions qui
lui sont équivalentes. Son degré de potentiel algébrique est nul.

5.2.1.3 Exemple de tiche relevant de la PMR « Calculer »
Dans chaque cas, remplace le [ ] par la fraction qui convient.
(A) 4/38 + [] = 26/38;B)[]—64/102 = 35/102; (C) [] X 9 = 45/172

Ici, c’est la résolution d"une équation algébrique dont I'inconnue est explicite. La
résolution est nécessairement algébrique puisqu’il faut manipuler I'égalité comme
une relation d’équivalence et il faut penser a retrancher membre a membre et/ou
diviser membre a membre afin de trouver la solution de I'équation. Méme si on
peut penser que I'éleve va déduire par des opérations arithmétiques, celles-ci ne
sont pas définies par un sens arithmétique dans 1'équation. Résoudre des
opérations a trou en utilisant les regles de conservation de 1'égalité n’est pas a la
portée des éleves de 6¢ année du primaire au Bénin. Nous en déduisons que le
degré du PA est faible.

L’analyse du manuel officiel au CM2 a permis de se rendre compte que les trois
praxéologies régionales identifiées pour la pensée algébrique sont présentes dans
le manuel avec des proportions trés déséquilibrées. La praxéologie « Calculer »
contient le plus grand nombre de taches 81,08 % (240 taches sur 296) avec un taux
de degré du potentiel algébrique nul tres élevé 75,68 % (224 taches sur 296). Cela
nous fait dire que 'arithmétique occupe encore une place prépondérante dans le
programme d’étude du CM2 au cours primaire.

Nous conjecturons que c’est le caractere transversal de I’arithmétique qui a pris le
pas sur les autres domaines, notamment celui de 'algebre. La transition vers
'algebre est tres peu amorcée. En effet, cela se justifie par la faiblesse du nombre
de taches de la praxéologie « Modélisation » et surtout de « Généralisation ». Il
nous semble que ce constat n’est qu'une interprétation du programme. En effet,
celui-ci est muet sur les maniéres de développer I'enseignement et I’apprentissage
des objets de savoirs en jeu. Les énoncés de certaines compétences semblent
propices au développement de la modélisation et de la généralisation, mais la mise
en ceuvre proposée par le manuel nous semble en inadéquation. Par exemple,
I'énoncé d’une compétence est « raisonner a 1'aide de concept et de processus
mathématique ». Cette compétence est explicitée comme suit : « ’est établir des
liens entre des objets, des idées, des faits en vue de produire une vérité non
apparente » (Ministére des enseignements maternel et primaire du Bénin, 2004b,
p- 99). Nous pensons que ces précisions du programme peuvent aider a enseigner
I'arithmétique en faisant évoluer I'apprentissage vers 'algebre (sans que les sens
des nombres et des opérations ne soient utilisés au cours de l'activité de 1’éleve).
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Nous conjecturons également que ce constat peut révéler une priorité accordée a
la praxéologie « Calcul » par linstitution pour faire opérer davantage les
utilisateurs du manuel sur les nombres. Cela confirme que I'algebre n’est pas objet
d’enseignement-apprentissage.

5.2.2 Cas du Maroc

Dans le corpus des taches retenues dans ce manuel, nous avons dégagé, comme le
montre le tableau 2, un nombre total de 608 taches. Elles sont réparties selon les
trois praxéologies mathématiques régionales de la praxéologie globale de la
pensée algébrique qui sont, généraliser, modéliser et calculer.

Le tableau 2 suivant illustre les densités relatives des taches selon leurs genres et
le degré du potentiel algébrique.

Tableau 2 : Totaux des taches selon leurs genres et le degré du potentiel algébrique

Praxéologie Généralisation =~ Modélisation Calcul Total

régionale

Effectifs 83 273 252 608
Fréquences 13,65% 44,90 % 41,45 % 100 %
A (potentiel nul) 53,01 % (44) 57,14 % (156) 75,40 % (190) 64,14 % (390)
B (potentiel faible) 27,71 % (23) 27,11 % (74) 18,65 % (47) 23,68 % (144)
C (potentiel fort) 19,28 % (16) 15,75 % (43) 5,95 % (15) 12,17 % (74)

La praxéologie régionale « généraliser » représente 13,65 % (83), la praxéologie
régionale « modéliser » représente 44,90 % (273) et la praxéologie régionale
« calculer” représente 41,45 % (252). Quant au potentiel des activités de ce manuel,
64,14 % (390) représentent un potentiel nul, 23,68 % (144) représentent un potentiel
faible et 12,17 % (74) représentent un potentiel fort.

Dans ce manuel scolaire, l'importance accordée aux PMR « Calculer » et
« Modéliser » et de la faible représentation de la PMR « Généraliser » peuvent étre
expliquées en partie par la voie choisie pour I'entrée a 1’algebre et, par ailleurs, par
la compréhension donnée a cette entrée par les concepteurs du manuel. En effet,
l'importance de la PMR « Calculer » est prévisible étant donné que la voie
d'introduction de 1'algebre est fondée sur le calcul algébrique. Cela explique aussi,
a contrario, la faible importance de la PMR « Généraliser » : la généralisation n'est
pas une voie privilégiée de facon explicite pour l'introduction de l'algébre. Selon
les orientations curriculaires, la modélisation en mathématiques vise a développer
chez les apprenants des modéles de mode de pensée dans le cadre de résolution
de problemes, dans trois domaines : nombres et calcul, grandeurs et mesures et
organisation et gestion de données. Le manuel scolaire du primaire accorde une
importance aux PMR « Calculer » et « Modéliser ».
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Les activités qui permettent d’associer des expressions numériques et/ou les
expressions algébriques dans différents modes de représentations sont absentes
dans ce manuel. Dans ce manuel, la motivation des expressions algébriques dans
des problemes relevant de l'algebre est démesurée. La raison d’étre de la
distributivité comme propriété pour prouver l'équivalence de programmes de
calcul ou d’expressions algébriques y est peu visible.

5.2.2.1 Exemple de taches relevant de la PMR « Généraliser ».

Les taches 2, 3, 4 et 5 de la page 22 et la page 124 du guide de l'enseignant
représentent des activités du domaine calcul et nombres et qui relevent de la phase
de la découverte.

Calculer et comparer :

o & O LS G @
3567 85068 537 = - [
(3567 850 + 150) — (68 537 + 150) = -
9560 - 2070 = -
(9 560 - 60) — (2 070 - 60) = 2.
(524938 + 4 250) + 631 = - 2 ~
524 938 + (4 250 + 631) = (3245812 +29367) + 815 -
3 245 812 + (29 367 + 815) = -
oyl 8 wLssi @ + 3 gaizzh
(3 000 x 560) x 200 = A 5 oEa
3 000 x (560 x 200 ol
S40% (637 701 - =
23x51+40 | 5 [23x(51+40) ). (540 x 631) + (540 x 701) =
3 3 gatazd

Déduire

Figure 2. Généralisation de régles. Extrait du manuel scolaire
(Ministere de I"Education nationale du Maroc, 2020a, p, 22)

Ces activités sont proposées dans ce manuel pour « Justifier » la commutativité,
l'associativité pour l'addition et la distributivité (lois), ainsi que pour justifier la
généralisation de la regle a — b = a + ¢c— b — c. L’argumentation est
empirique, se base sur le calcul et uniquement sur les caractéristiques des nombres.
La technique de généralisation est basée sur le calcul arithmétique. Nous 1'avons
qualifiée de potentiel nul.

5.2.2.2 Exemple de tache relevant de la PMR « Modéliser »

Il s’agit dans cet exemple de modéliser un probleme par une expression
numérique.
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@ Les trois pays du Maghreb totalisent 91 700 000
hdbitunts, I'Algérie compte 43 300 000 habitants, le
Maroc 36 600 000 habitants. Quelle est la population
de la Tunisie ?

k

Figure 3. Modélisation par une expression numérique. Extrait du manuel scolaire
(Ministere de I'Education nationale du Maroc, 2020a, p. 23)

Ce probleme est de nature connectée dans la mesure ou une technique
arithmétique est facilement accessible. Dans le guide, I’attente des concepteurs est
de présenter la solution donnée : le nombre d’habitants de la Tunisie:
91700 000 - (43 300000 + 36 600 000) = 11800 000. De ce fait son potentiel
algébrique est nul.

Un autre exemple qui consiste a trouver le nombre de parallélépipedes qu'on peut
construire avec 168 cubes, l'aréte de chacun étant de 1cm, et préciser leurs
dimensions et leurs volumes :

Fatima a 168 cubes dont l'aréte de chacun est lem.
Combien de parallélépipedes peut-on construire avec ces cubes?
Est-ce qu'ils ont les mémes volumes? Quelles sont leurs dimensions?

A cm asls J5 B35 Sl LS5 168 s2abls s <)
015 loiisdis 5553 CALWILAIT SLisEs S o5 R
S T LIS LSS

Figure 4. Déterminer et représenter dans un registre donné une relation fonctionnelle modélisant
une situation. Extrait du manuel scolaire (Ministere de I'Education nationale du Maroc, 2020a, p. 82)

Cette activité consiste a trouver le nombre de parallélépipedes qu'on peut
construire avec 168 cubes dont l'aréte de chacun est lcm et préciser leurs
dimensions et leurs volumes. Dans ce genre de taches, le registre de représentation
de la relation fonctionnelle est formulé dans 1'énoncé de la tache.

La tache ne consiste pas uniquement a transformer une expression numérique
pour effectuer des calculs sur le calcul des dimensions et des volumes des
parallélépipedes construits, mais d’opérer sur 1'expression de modélisation de la
situation dans 1'optique de dégager des connaissances sur cette situation.

Nous avons accordé un potentiel fort a cette tache, car elle pourra amener 'éleve
a reconnaitre une relation fonctionnelle modélisant une situation.
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5.2.2.3 Exemple de tache relevant de la PMR « Calculer »

Pour ce manuel scolaire le calcul en ligne est une méthode alternative au calcul
posé et pour favoriser davantage le calcul mental. Les calculs réfléchis
multiplicatifs et additifs reposent sur la décomposition canonique d'un des deux
nombres. Le calcul réfléchi est peu développé dans ce manuel.

Calculer : il @
25x12 ¢ 385x7 ¢ 6x1.25 ¢ 275x43

Figure 5. Calcul réfléchi. Extrait du manuel scolaire
(Ministere de I'Education nationale du Maroc, 2020a, p. 6)

C’est une tache qui releve du domaine « nombres et calcul », donnée dans la phase
de I'évaluation des apprentissages. Cette tache, selon le modele épistémologique
de référence de la pensée algébrique (MERPA), doit consister a trouver la valeur
d’une expression numérique en utilisant un calcul réfléchi.

L’intention visée est le calcul de la multiplication de deux décimaux (le calcul en
ligne peut- étre réfléchi, car la méthode n'est pas imposée). Dans le guide de
I'enseignant du manuel scolaire (Ministere de I'Education nationale du
Maroc, 2020a), les concepteurs du manuel donnent la consigne suivante : « pour
calculer ce produit, il est nécessaire d’exécuter 'opération de fagon habituelle »
(p. 102). La demande des concepteurs se dirige vers I’exploitation d'un calcul posé.
En effet, les concepteurs défavorisent le recours a une technique algébrique, ils
encouragent 'usage d’une technique arithmétique ce qui nous amene a accorder
un potentiel nul a cette tache.

Observer I'exemple suivant et effectuer les calculs :

15/ Observer I’exemple suivant :

Ensuite effectuer :

: ST JadT Lavi &
376 x 145 = (376 x 100) + (376 x 40) + (376 x 5) : Jlio
= (37 600) + (15 040) + (1 880) -
= 54 520
762 x 125 ; 928 x 375 ; 329 x 36 UJ:LA_;.:La]‘-‘;.;
452 x 411 ; 674 x 101 : 109 x 49 - -

Figure 6. Calcul réfléchi et reconnaissance de regles. Extrait du manuel scolaire
(Ministere de I"Education nationale du Maroc, 2020a, p. 15)

Dans le manuel scolaire, cette tache est qualifiée des activités d'entrainements
relevant du domaine nombres et calcul. Elle consiste a trouver la valeur d’une
expression numérique en utilisant un calcul réfléchi.
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Cette activité vise une routine sur le calcul en ligne, ce calcul s’appuie sur 1'égalité
comme relation d’équivalence et la propriété de distributivité simple, la
décomposition canonique d’un facteur (distributivité) traduite par calcul en ligne,
ce qui se rapproche de son usage en algébre. Ceci nous amene a accorder un
potentiel fort a cette tdche. Cependant, dans le guide, cette activité vise a faire
prendre conscience a l'apprenant de l'importance de la propriété de la
distributivité de la multiplication par rapport a I'addition dans le calcul de la
multiplication de deux nombres, par une décomposition des nombres en écrivant
une association dans le systeme de numérotation décimale, puis en faisant le
calcul, comme illustré par l'exemple: 762 x 125 = 762 x (100 + 20 + 5) =
(762 x 100) + (762 x20) + (762x5) = 76200 + 15240 + 3810 = 95 250.

Le calcul réfléchi est amorcé dans ce manuel a travers 1'usage de décomposition
de nombres. Toutefois, quelques exercices portent sur le groupement de termes
d’une somme écrite en ligne pour faciliter les calculs. Ce guide de l'enseignant
propose une correction de l'activité sans éléments sur la mise en ceuvre de cette
décomposition. En effet, le manuel est accompagné par un guide de I'enseignant,
et il est important de voir si des consignes orientent la gestion de I'enseignant vers
une technique algébrique.

5.2.3 Cas de la Tunisie

Dans le corpus des taches retenues dans 1"'unique manuel officiel de 6¢ année du
primaire, intitulé « Mathématiques pour les éleves de 6°me année de
I'enseignement de base » (Ministére de I'Education nationale de Tunisie, 2020b),
nous avons identifié 316 taches qui renvoient a des activités et des exercices qui
sont proposés en rapport avec le domaine de I'arithmétique, celui des grandeurs
etla géométrie. Ces taches sont classées selon les trois praxéologies mathématiques
régionales retenues dans le MERPA. L’analyse a priori a permis de caractériser le
degré du potentiel algébrique associé a ces taches que nous résumons dans le
tableau suivant.

Tableau 3 : Totaux des taches selon leurs genres et le degré du potentiel algébrique

Praxéologies Généralisation Modélisation =~ Calcul Total
régionales

Effectif 17 203 96 316
Fréquences 5,38 % 64,24 % 30,38 % 100 %
A (potentiel nul) 4 (1,26 %) 16 (5,06 %) 47 (14,88 %) 67 (21,20 %)
B (potentiel faible) 8 (2,53 %) 39 (12,34 %) 13(4,11 %) 60 (19 %)

C (potentiel fort) 5(1,58%) 148 (4683 %) 36 (11,4 %) 189 (59,8 %)
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Les analyses des activités proposées font apparaitre le pourcentage important des
problémes de modélisation (64,24 %). La praxéologie régionale « modélisation »
apparait comme un enjeu d’enseignement explicite qui répond aux choix
institutionnels selon lesquels les situations problemes et les problemes de
modélisation sont au coeur des mathématiques et la résolution des situations
problemes constitue la compétence principale de I'enseignement des
mathématiques au niveau de de l'enseignement primaire. Les résultats obtenus
renforcent la perspective des programmes officiels que la modélisation peut
constituer une niche pour l'initiation des éléves a la pensée algébrique vu
I'importance du nombre des activités de modélisation ayant un potentiel
algébrique fort. En fait, 148 parmi les 203 activités classées dans la catégorie de
genre de tache « modélisation » et cela constitue 46,83 % de 1’ensemble des
activités étudiées dans le manuel. Cependant les situations proposées renvoient
souvent a une pseudo-modélisation dans la mesure ou le modele en question est
souvent préétabli. Le contexte de la situation apparait plus comme un habillage
du probleme qu'un moyen de développer un processus de modélisation. La
répartition de ces activités selon les types de taches proposés dans le MPRPA fait
apparaitre 'importance des activités du type « Résoudre une situation extra-
mathématique se modélisant par une expression numérique ». Cela peut
s'expliquer en partie par l'absence de la notion d’équation et des aspects
fonctionnels pour ce niveau scolaire.

5.2.3.1 Exemple de tache relevant de la PMR « Généraliser »

Les activités proposées dans ce manuel visent a identifier ou a décrire des
régularités telles que la suite des multiples d'un entier donné ou encore a énoncer
une régle générale (activité: la somme de deux multiples d’un entier est un
multiple de cet entier). Dans cet exemple, il s’agit plus précisément du type de
tache : Justifier/prouver une régularité dans une suite numérique ou non
numérique a motif répété.
ool sand Y1 Laall mlaeLaall e sani (5
43380 il saall Ciclie ga SlicLadl sia Go Gaielias ¢ sane o gt -

45,380 g3l suall cicliie o o lacLiall 038 Go Cabelise Sus 3,al S cusdl —w

5) Je cherche les cinq premiers multiples d'un nombre que je choisis.
a. Prouver que la somme de deux de ces multiples est un multiple du nombre choisi.
b. Prouver que la différence entre deux de ces multiples est un multiple du nombre choisi

Figure 7. Généralisation. Extrait de Mathématiques pour les éléves
de 6¢ année de 'enseignement de base (Ministere de I"Education nationale de Tunisie, 2020b, p. 36)

Il ne s’agit pas ici de réaliser une preuve mathématique, mais plutét d'une
validation pragmatique d"une regle a travers 1'utilisation des termes de la suite des
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multiples du nombre choisi. Aucune précision n’est donnée, donc 1'éleve peut
vérifier la regle sur la base d’exemples, donc par essai-erreurs, mais la tache
permet de développer la pensée algébrique chez l'éléeve. De ce fait, nous
considérons le potentiel algébrique de I'activité comme fort dans la mesure ot11’on
opere sur un nombre généralisé qui peut prendre n’importe quelle valeur dans
'ensemble des entiers naturels non nuls.

5.2.3.2 Exemple de tache relevant de la PMR « Modéliser »

L’activité suivante proposée dans le manuel officiel renvoie au type de taches :
Déterminer et représenter une expression numérique modélisant une situation
extra-mathématique donnée).

KX
f Shpsn g L ol By D ol Bl Ui e Notre famille a planté § pommiers, § orangers, 7
111 pécherz et 3 vignes dans le jardm.
pash -y *  Donner les nombres rationnels représentant

chaque type darbustes plantés par rapport au
nombre darbres plantes

*  Ecrire et lire ces nombres rationnels

=  Ranger la série de nombres ratiomnels formes

I TR T P IS e

sl

gl Sl g el T dans l'ordre croiszant
. ®  Trouver pour chacun de ces nembres raticnnels
sl Sl 4 0 LTkl 5 trois autres Ecritures

11 o T e 10 *  Décomposer chacun de ces nombres rationnels
£ ol | G d b et Sl - < 1
SRt R TR gt e R en semme de deux nombres rationnels ou plus

‘,'.(J '|| ;._n:_,.."’. e ) i r l'...f. I_.;__....E Jik F il

Figure 8. Modélisation. Extrait de Mathématiques pour les éleves de 6¢ année de l'enseignement
de base (Ministére de I'Education nationale de Tunisie, 2020b, p. 117)

I s’agit de trouver les nombres rationnels modélisant les situations associées (le
nombre d’arbustes de chaque type par rapport au nombre total d’arbres plantés)
puis d’ordonner ces nombres et de les représenter par différentes écritures. La
derniére question convoque les opérations a effectuer entre ces nombres par le
biais d'une décomposition en somme. Cette tiche, méme si elle est dans un
contexte numérico-arithmétique, possede un potentiel algébrique plutot fort
puisqu’elle permet d’initier les éleves a 1'idée d’équivalence entre différentes
représentations d'un nombre en dépassant la conception du signe « =» comme
I’annonce d"un résultat.

5.2.3.3 Exemple de tache relevant de la PMR « Calculer »

Par ailleurs, la praxéologie mathématique régionale « Calcul » occupe une place
importante apres celle de « Modélisation ». La présence des nombres décimaux et
des nombres rationnels comme un objet explicite d’enseignement a ce niveau peut
expliquer I'importance accordée a ces activités. L’extrait suivant illustre I'exemple
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d"une tache dont I'objectif est d’amener les éléves a manipuler les opérations entre
les nombres a travers les différentes écritures d’'un nombre rationnel.

—me bl STy Blmds (BT . oim pan D i = %

Remplacer chaque poimnt par le nombre qui convient

Figure 9. Calcul et différentes écritures d'un nombre rationnel.
Extrait de Mathématiques pour les éléves de 6 année de I'enseignement de base
(Ministére de I'Education nationale de Tunisie, 2020b, p. 57)

Dans cette activité, les éleves sont amenés a transformer un nombre rationnel en
une somme de deux nombres rationnels ayant le méme dénominateur dans le cas
d"un nombre rationnel inférieur a 1 ou en la somme d’un nombre rationnel et d'un
entier naturel dans le cas ot le nombre rationnel donné est supérieur al. La
technique permettant d’accomplir cette tache peut renvoyer a la résolution d’une
équation (opération a trous) et permet de motiver des stratégies de nature
algébrique par la détermination des valeurs «inconnues». Cependant, les
variables didactiques relatives au choix des nombres proposés peuvent détourner
cet objectif et conduire les éleves a des techniques de nature arithmétiques qui se
basent essentiellement sur les opérations inverses de l'addition ou des essais
erreurs conduisant a la réponse attendue. De ce fait, nous considérons cette tache
comme ayant un potentiel algébrique faible.

Par ailleurs, I'activité suivante renvoie au type de tache : Repérer une regle, une
loi, un algorithme) et convoque lidentification d’'une regle relative a la
multiplication de deux nombres décimaux en précisant le nombre de chiffres apres
la virgule du produit.

3) Remarquer le produit suivant
J il
r 09 x 1508
09 x 1508 J
31 ol il £l £ i 100 1l | L um des nombres suivants représente le résultat correspondant an produt encadré

150 - 164372 - 168372 | 164372 164.372- 150

el al g0 il sl sal W

-Défermuner [e nombre correspondant sans faure de calcul

sl lia o 3 Gl i A3 el

-Expliciter la démarche survie pour idenifier ce nombre.

Figure 10. Reconnaitre un produit sans calcul, avec justification.
Extrait de Mathématiques pour les éléves de 6° année de I'enseignement de base
(Ministere de I'Education nationale de Tunisie, 2020b, p. 36)
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Dans cette activité, sans a avoir a calculer explicitement le produit, il s’agit de
justifier la démarche adoptée pour reconnaitre la valeur du produit correspondant
a la multiplication des décimaux. Cependant la technique qui peut étre mobilisée
par les éleves peut étre purement intuitive en raison des choix des valeurs
attribuées (variables didactiques). Par exemple, les éleves peuvent remarquer que
les deux nombres dépassent 15 et 10 et donc leur produit dépasse forcément 150
et ne peut jamais atteindre mille. Par conséquent, la premiere et la derniere
proposition sont a rejeter. II déduit alors la réponse valide sans avoir
nécessairement recours a une justification (rationalité algébrique). De ce fait, nous
considérons le degré du potentiel algébrique de cette activité comme nul puisque
les techniques de nature algébrique sont loin d’étre attendues.

5.3 Bilan des analyses pour les trois pays

Les analyses des manuels réalisées dans ces trois pays conduisent a des constats
intéressants pour la poursuite de ce travail.

Le premier constat concerne la représentativité des trois praxéologies
mathématiques locales, G; M et C mises en avant dans le MPRPA dans ces trois
pays, ce qui constitue un indicateur de la perspective curriculaire commune de
I'enseignement des mathématiques du primaire a prendre en compte les aspects
relatifs au développement de la pensée algébrique.

Le deuxieme constat est relatif a I'importance accordée aux PMR « Calculer » et
« Modéliser » et la faible représentation de la PMR « Généraliser ». Méme si dans
le contexte tunisien la PMR «modélisation » vient en premiére position par
rapport a celle du Calcul dominant dans les contextes béninois et marocains, cette
modélisation renvoie plus a une résolution de problémes contextualisés qui est
I'approche d’enseignement des mathématiques privilégiée dans le systeme
d’enseignement. De plus, les problemes posés au primaire ne requierent pas de
démarches de nature algébrique et sont souvent de nature connectée, leur potentiel
algébrique est nul ou faible.

Le troisieme constat est en rapport avec la PMR « Calculer »; les types de taches
proposés dans les manuels des trois pays sont quasiment similaires. Cela
s’explique en partie par la voie d’entrée a l'algébre choisie dans des contextes
variés qui se base sur le calcul sur les nombres et le travail sur les changements
conceptuels en rapport avec le statut des lettres sans qu’elles soient symbolisées et
celui de I'égalité. Les variations de points de vue liées a un concept se trouvent
ainsi dans la variété des situations. Cela rejoint 'idée des chercheurs (Kaput, 2008.
Squalli et al., 2011) a développer une pensée algébrique des 1'école primaire
— puisque cette pensée peut s’affranchir des notations formelles — dont I"objectif
n'est pas d’introduire précocement l'algebre, mais d’approfondir dés 1'école
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primaire la compréhension de concepts mathématiques fondamentaux comme le
sens des opérations ou de I'égalité, eux-mémes liés au développement de la pensée
algébrique.

Le quatrieme constat renvoie a la classification des taches proposées dans les
manuels des trois pays et leur potentiel algébrique. Les analyses montrent la faible
proportion des activités relatives a la généralisation. Cela renforce 1'idée que
I’école primaire ne prépare pas suffisamment les éléves a développer le processus
de généralisation algébrique. L'analyse fait apparaitre que les procédures de
résolution visées font appel a des généralisations empiriques basées sur quelques
exemples numériques.

Conclusions et discussions

L’analyse réalisée, dans le cadre de cette étude, sur les manuels de 6¢ année,
primaire pour les trois contextes institutionnels (Bénin, Maroc, Tunisie) a permis
d’explorer les approches d’enseignement adoptées dans chaque contexte pour
favoriser le développement de la pensée algébrique chez les éleves, a la transition
au cycle collégial. Cette étude se prolonge en premiere année du college en vue
d’analyser 1'évolution des pratiques algébriques en référence au MPRPA. Il en
ressort que les trois praxéologies régionales et locales de ce modéle sont
représentées dans ces manuels méme si certains genres de taches n'y figurent pas.
Cela témoigne d"une prise en compte, pour ces trois institutions, de la diversité
d’entrées possibles dans la pensée algébrique et des éléments constitutifs de ce
mode de pensée. Cependant, les situations d’apprentissages proposées ne
permettent pas toujours de rompre avec les techniques de nature arithmétique
pour amorcer un raisonnement de nature algébrique, méme si les activités
analysées fournissent des contextes qui permettent de donner du sens aux trois
praxéologies mathématiques régionales (calcul, modélisation et généralisation)
définies dans ce modéle. Bien que nous ayons identifié un nombre non négligeable
de taches pouvant étre résolues selon un raisonnement algébrique, les données
(valeurs des nombres) proposées font souvent obstacle a l'émergence de
raisonnement analytique. Ainsi, le choix des variables didactiques dans la plupart
des situations d’apprentissages proposées a ce niveau scolaire impacte les
techniques a mobiliser et est susceptible d’engendrer des pratiques détournées par
rapport aux pratiques institutionnelles attendues. C’est le cas, par exemple, de la
PMR « Généraliser », les taches proposées nous semblent fort intéressantes a
exploiter a condition de convoquer au niveau des praxéologies installées un degré
d’analyticité plus important. Il s’agit de générer chez les éléves un processus de
généralisation en dépassant le repérage de régularités ou la représentation du
modele dans un ensemble d’entiers dénombrable ou assez petit. Souvent, les
situations posées ne permettent pas de dépasser la technique arithmétique de
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comptage et d’aller vers la création du modéle de généralisation approprié ou a sa
justification par des techniques guidées. Il semble que I'instauration plus fréquente
de cette praxéologie permettrait de donner plus de sens aux formules et aux
propriétés introduites en premiere année de college par le biais d’exemples
numériques. De méme, pour la PMR « modélisation », méme si certaines taches
renvoient a une résolution de problémes contextualisés se ramenant le plus
souvent a des expressions numeériques, celles-ci peuvent étre réinvesties de
maniére a rompre avec une perspective d’arithmétique généralisée et de
promouvoir la découverte par les éleves du modele approprié pour sa résolution.
Il est possible également pour la PMR « calcul » de dépasser le réductionnisme
d'une simple exécution d'un programme de calcul pour aller vers une
généralisation de propriétés sans attendre I’avenement du formalisme algébrique
en premiere année de college, comme le souligne Squalli (2015) « voir une
expression numérique comme un objet en soi et non uniquement comme une
chaine de calcul et des maniéres d’opérer sur ces représentations » (p. 349). Ainsi
une préparation préalable au processus d’algébrisation par le biais des activités
préalgébriques comme le calcul réfléchi, le calcul en ligne, I'équivalence entre
expressions numériques est susceptible, selon nous, de développer un potentiel
algébrique plus important que ceux relevés dans les situations d’apprentissages
proposées pour ces trois contextes institutionnels.
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Annexe 1

Niveaux scolaires concernés par 1'étude et Répartition des tranches d’ages selon

les systémes scolaires (France, Québec, Maroc, Bénin et Tunisie)

Année terminale du primaire

Début du college

Canada Niveaux 6e 1re secondaire
Age des éleves 11-12 ans 12-13 ans
France Niveaux CMm2 6¢ college
Age des éleves 11-12 ans 11-12 ans
Maroc Niveaux 6e 1re secondaire collégial
Age des éleves 11-12 ans 12-13 ans
Bénin Niveaux CM2 6 secondaire
Age des éleves 9-11 ans 10-12 ans
Tunisie Niveaux 6¢ année de base 7¢ année de base

(1reannée de college)

Age des éleves

11-12 ans

12-13 ans
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Résumé : Cet article vise a étudier les conditions d'une entrée dans l'algebre par les
probléemes de modélisation en France. Nous analysons comment trois professeures
abordent avec leurs éléves un méme probléeme avant et apres 1'enseignement de 1’algebre.
Deux facteurs susceptibles d’influencer leurs praxéologies sont considérés: leurs
connaissances mathématiques et didactiques et le curriculum. Confirmant des travaux
antérieurs (Wozniak, 2012), nous constatons que le processus de modélisation n’est pas
considéré comme un objet de savoir a enseigner. En dépit de discours conformes aux
programmes d’enseignement, I'enjeu algébrique n’est présent dans aucune des classes
observées, comme masqué par la dimension expérimentale de la situation. Nous faisons
I'hypothese que le besoin de connaissances mathématiques et didactiques sur la
modélisation et son enseignement est un déterminant plus important que les curricula
eux-mémes sur les pratiques des professeurs.

Mots-clés : Modélisation, praxéologie de type algébrique, praxéologie algébrique, travail
épistémologique du professeur

Algebra as a modelling tool: a comparative study in cycles 3 and 4 in France

Abstract: This article aims to study the conditions for teaching algebra based on modelling
problems in France. We analyze how three teachers approach the same modelling
problem with their students before and after teaching algebra. Two factors likely to
influence their praxeologies are considered: on the one hand their mathematical and
didactic knowledge and on the other hand the curriculum. Confirming previous research
(Wozniak, 2012), we find that the modelling process is not considered as an object of
knowledge to be taught. Despite discourses in accordance with the curricula, the algebraic
issue appears to be absent from any of the classes observed, perhaps obscured by the
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experimental dimension of the situation. We hypothesize that the need for mathematical
and didactic knowledge about modelling and its teaching is a more significant
determinant of teachers' practices than the curricula themselves.

Keywords: Modelling, algebraic type praxeology, algebraic praxeology, teachers’ epistemological work

Introduction

La nécessité d'introduire progressivement un enseignement de I'algébre, comme
I'intérét d’une approche qui ne soit pas limitée a une arithmétique généralisée fait
aujourd’hui consensus dans la communauté internationale (Kieran et al., 2016).
En Francel, bien que les programmes ne fassent pas référence aux travaux de
I'Early Algebra, certains éléments des praxéologies algébriques sont présents des le
cycle3. Ainsi, un document d’accompagnement (Ministére de 1'Education
nationale, de I'Enseignement supérieur et de la Recherche, 2016) rappelle 'intérét
didactique des calculs en ligne pour une «compréhension progressive des
propriétés des opérations en favorisant leur utilisation » (p. 3). Il est d’ailleurs
attendu des éleves « qu’ils manipulent ces propriétés en situation et qu’ils les
explicitent avec leurs mots » (p. 3). Pour la distributivité de la multiplication sur
'addition, une formulation est méme suggérée : « quand on multiplie une somme
de deux nombres, cela revient a multiplier chacun des termes » (p. 4). Au-dela des
propriétés des opérations, les calculs en ligne doivent amener progressivement a
appréhender le signe « =» comme une équivalence et non seulement comme le
moyen de donner le résultat d'un calcul. Par ailleurs, ce travail de calculs en ligne
« prépare les attendus du cycle 4 liés a la production d’expressions littérales et a la
mise en équation de problemes » (p. 5). C’est au cycle 4 que :

les éleves abordent les bases du calcul littéral, qu’ils mettent en ceuvre pour
modéliser une situation, démontrer une propriété générale et résoudre des
problemes se ramenant a des équations du premier degré. Les éleves sont
progressivement familiarisés aux différents statuts de la lettre (indéterminée,
variable, inconnue, parametre) et du signe égal (pour fournir le résultat d'une
opération, pour traduire 1'égalité de deux représentations d'un méme nombre,
dans une équation, dans une identité). (Ministere de 1'Education nationale, de la
Jeunesse et des Sports, 2018, annexe 3, p. 34)

1 Le cycle 1 concerne 1'école maternelle (éléves de 3 & 6 ans), le cycle 2 est formé des classes de
CP, CE1, CE2 (éléves de 6 a 9 ans), le cycle 3 est formé des classes de CM1 et CM2 (éleves
de 9 a 11 ans) a I'école primaire et de la classe de 6¢ (éleves de 11 a 12 ans) au college. Le cycle 4
est formé des classes de 5¢, 4¢, 3¢ au college (éleves de 12 a 15 ans).
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En particulier, a la fin de la classe de 5¢, Iéléve

produit une expression littérale pour élaborer une formule ou traduire un
programme de calcul; [...] substitue une valeur numérique a une lettre pour
calculer la valeur d'une expression littérale, tester, a la main ou de fagon
instrumentée, si une égalité ot figurent une ou deux indéterminées est vraie quand
on leur attribue des valeurs numériques; controler son résultat. (Ministere de
I'Education nationale, de la Jeunesse et des Sports, 2019a, p. 4).

En fin de 4¢, il « introduit une lettre pour désigner une valeur inconnue et met un
probléme en équation; il teste si un nombre est solution d'une équation; il résout
algébriquement une équation du premier degré » (Ministere de 1'Education
nationale, de la Jeunesse et des Sports, 2019b, p. 4). Et en fin de 3¢, un éleve « résout
algébriquement différents types d’équations [...]; il résout des problemes s’y
ramenant, qui peuvent étre internes aux mathématiques ou en lien avec d’autres
disciplines » (Ministere de I'Education nationale, de la Jeunesse et des
Sports, 2019¢, p. 3).

Si Matheron (2018) propose un parcours d’étude et de recherche « permettant une
entrée dans 1'algebre reprise en plusieurs fois, s’appuyant sur la nécessité de
modéliser des programmes de calcul» (p.70), d’autres approches sont
envisageables (Bednarz etal., 1996) comme l'approche fonctionnelle ou la
modélisation de situations extra-mathématiques (Squalli, 2016).

La résolution de problemes et la démarche d’investigation sont devenues des
éléments structurants des programmes scolaires sous 'impulsion des évaluations
internationales comme Trends in International Mathematics and Science Study
(TIMSS) ou Programme for International Student Assessment (PISA)
(Barquero et al., 2018). La modélisation y apparait comme objet et processus
d’enseignement: il ne s’agit pas seulement d'un ensemble de savoirs
mathématiques a connaitre pour résoudre certains types de problémes, c’est aussi
une démarche ot les étapes a suivre sont aussi importantes que le résultat final a
obtenir (Wozniak, 2019a). L’enseignement des mathématiques est alors abordé a
travers la résolution de problémes ou la recherche d’un modele adapté a la
question posée conduit a découvrir la raison d’étre des savoirs. Dans ce texte, nous
considérons que toute activité conduisant a la conception d'un modéle est une
activité de modélisation. Et en nous appuyant sur Chevallard (1989), nous
appréhendons un modele mathématique comme un ensemble de relations qui
représentent et facilitent I'étude d"une situation grace aux outils et aux techniques
mathématiques.

En France, depuis 2015, les programmes d’enseignement des mathématiques du
cycle 2 au cycle 4 déclarent contribuer au « développement de six compétences
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majeures : chercher, modéliser, représenter, calculer, raisonner et communiquer »
(Ministere de 1'Education nationale, de I'Enseignement supérieur et de la
Recherche, 2015, p. 45). Concernant la modélisation, la progression au fil des cycles
se réalise par le recours a de nouveaux outils mathématiques et une meilleure
identification du processus de modélisation, de ses différentes composantes et de
ses enjeux. Or, I'introduction de la modélisation a 1"école peut conduire a poser la
question d’une introduction progressive de l'algebre: «Si la modélisation
algébrique releve avant tout du cycle 4 et du lycée, la résolution de problemes
permet déja de montrer comment des notions mathématiques peuvent étre des
outils pertinents pour résoudre certaines situations » (Ministére de 1'Education
nationale, de 'Enseignement supérieur et de la Recherche, 2015, p. 197).

Dans le cadre des travaux de 'Observatoire international de la pensée algébrique
(OIPA), nous avons montré (Wozniak, 2020) que les problemes de généralisation
pouvaient contribuer en France a une entrée progressive vers 1'algebre des 1'école
primaire. Ces probléemes, déja présents dans le curriculum de l’enseignement
secondaire, s’inscrivent bien dans une continuité entre arithmétique et algebre et
semblent faciliter la transition entre praxéologies numériques et praxéologies
algébriques. Dans cet article, nous poursuivons notre étude des conditions d"une

entrée progressive vers l'algebre a travers la résolution de probléemes de
modélisation ot 'algebre n’apparait pas comme une arithmétique généralisée.

En particulier, nous cherchons a déterminer :

1) Quels sont les besoins de connaissances mathématiques, didactiques et
épistémologiques des professeurs dans ce type de problemes?

2) Comment le curriculum influence-t-il les choix du professeur pour diriger
I'étude de ce type de problemes?

Notre objectif étant d’identifier comment s’opere la transition des praxéologies
numériques vers les praxéologies algébriques, nous nous inscrivons dans le
programme de recherches de I'Early Algebra (Kieran et al., 2016) en considérant
I’évolution de la résolution d"un méme probléme de modélisation avant et apres
I'entrée de I'algebre dans les programmes d’enseignement.

Dans une premiere partie, nous présentons notre cadre d’analyse des problemes
de modélisation. En nous appuyant sur la théorie anthropologique du didactique,
nous définissons le « travail épistémologique du professeur » et proposons une
caractérisation des praxéologies de type algébrique. La méthodologie est exposée
dans la deuxiéme partie ott I'analyse a priori du probleme étudié montre son
potentiel pour introduire 1'algebre comme outil de modélisation. La troisiéme
partie présente les résultats de nos observations dans quatre classes de niveaux
d’enseignement distincts. Nous y documentons les praxéologies des éléves afin de
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nourrir notre réflexion sur ce qui fonde le travail épistémologique des professeures
tel qu'il apparait a travers leurs entretiens. La conclusion revient sur les besoins de
connaissances mathématiques et didactiques des professeures observées qui se
révelent a travers les praxéologies des éleves et aborde la pertinence, dans le
contexte francais, d'une introduction de l'algebre par I'étude de problemes de
modélisation.

1. Le cadre d’analyse

Nos recherches s’adossent a la théorie anthropologique du didactique
(Chevallard, 1999) qui postule que toute activité humaine peut étre modélisée par
des praxéologies faites de types de taches, de techniques pour accomplir ces types
de taches, de discours technologiques permettant de décrire, justifier, développer
ces techniques et d'une théorie qui justifie, explique et produit les technologies.
L’analyse praxéologique consiste alors a expliciter les praxéologies qui vivent dans
les systemes étudiés.

Le programme de recherches (Wozniak, 2019b) que nous suivons vise a identifier
les déterminismes didactiques, c’est-a-dire pourquoi les professeurs font ce qu’ils
font ou plutot pourquoi ils sont amenés a faire ce qu’ils font. Nous étudions les
conditions et les contraintes qui influent sur leurs praxéologies indépendamment
de leur situation individuelle afin d’identifier les éléments exogenes a la classe qui
pésent sur les savoirs enseignés. Ce n’est pas ce qui distingue les professeurs qui
est envisagé, mais ce qui les unit dans leur condition de professeurs de
mathématiques, faisant notre le point de vue du sociologue des professions :
« méme si leur maitrise se développe au fil d’histoires personnelles différentes, les
savoirs et savoir-faire utilisés par les membres d'une méme profession comportent
une part commune bien supérieure a ce qui les différencie» (Champy, 2012, p. 76).

Notre but est d’identifier ce qui fonde le travail épistémologique du professeur,
c’est-a-dire

I'ensemble des praxéologies qui contiennent, y compris de facon naive ou
spontanée, une part d’étude des processus de production, de formation, de
développement, de transformation, d’organisation et de transmission des objets
mathématiques ou une part de caractérisation de la nature de I'activité
mathématique elle-méme et de ses objets. (Wozniak, 2019b, p. 25)

Le travail épistémologique du professeur met en ceuvre des praxéologies
mathématiques et didactiques articulées par I'épistémologie du professeur (voir
tigure 1) qui est « une théorie - implicite ou explicite - des savoirs et connaissances
a enseigner et une théorie de 'apprentissage de ces savoirs et connaissances au
sein d'une institution donnée, a une époque donnée » (Wozniak, 2019b, p. 16).
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Dimension mathématique Dimension didactique
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Dimension épistémologique
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de production et d’acquisition
des savoirs mathématiques

Figure 1. Les trois dimensions du travail épistémologique du professeur (Wozniak, 2019b, p. 23)

Dans cet article, la question Q1 vise a identifier les besoins associés a chacune des
trois dimensions du travail épistémologique du professeur, tandis que la
question Q2 porte sur les conditions de réalisation de ce travail, en particulier
I'influence du curriculum, selon le niveau d’enseignement. C’est ainsi que nous
avons proposé a trois professeures de niveaux d’enseignement différents un méme
probleme de modélisation. L’observation naturaliste - c’est-a-dire sans
intervention ni indication sur la facon de conduire 1'étude - a été complétée par
des entretiens avant et apres les séances d’enseignement de fagon a recueillir le
discours des professeures sur ce qui fonde leur travail épistémologique. S’agissant
d’une étude portant sur la résolution d"un probleme ot I'algébre peut étre un outil
de modélisation, nous sommes amenées a expliciter notre modéle du processus de
modélisation et a définir les praxéologies algébriques comme criteres d’analyse.

1.1. Caractériser le processus de modélisation

L’explicitation de la compétence « modéliser » dans les programmes actuels en
France fait référence aux problemes issus de « situations de la vie quotidienne »,
c'est-a-dire aux problemes avec énoncé ou la situation évoquée est
extra-mathématique. L'enseignement de ces types de problémes fait 1'objet de
multiples recherches sur le plan international (Blum et al., 2007). Le plus souvent,
le processus de modélisation est représenté sous la forme d’une schématisation
cyclique (Perrenet et Zwaneveld, 2012), par exemple dans la figure 2 avec le
schéma proposé par Blum et Borromeo Ferri (2009) couramment utilisé par les
concepteurs des évaluations internationales PISA (Programme for International
Student Assessment, 2006).

Pour illustrer ce processus, les auteurs proposent plusieurs exemples, dont celui
du phare « Roter Sand » a Bremen qui mesure 30,7 m de haut et dont la balise
avertit les navires approchant de la cote. Il s’agit de déterminer la distance
approximative de la cote a laquelle se trouve un navire lorsqu’il voit la lumiere du
phare pour la premiére fois.
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Figure 2. Cycle de modélisation d’aprés Blum et Borromeo Ferri (2009, p. 46).

La premiere étape du cycle de modélisation (1) passe par une représentation de la
situation : la mer a la surface de la Terre, la lumiére du phare, le bateau. Le tri fait
dans les informations - les noms du phare et du lieu ot il se trouve n’ont pas
d’effet sur la distance a la cote - permet une simplification du modele de la
situation (2) : la Terre est une sphére, le navire est un point, la lumiere du phare
sur le navire forme une tangente a la sphere Terre. La mathématisation conduit
alors a un modele mathématique (3) qui n’est autre qu’un triangle rectangle TPN
rectangle en N ou T est le centre de la Terre, P le sommet du phare et N le navire.
Le travail mathématique (4) integre la hauteur du phare H ~ 30,7 m, le rayon de la
Terre estimé par R~=6370km et s’appuie sur l'utilisation du théoreme de
Pythagore?. Il permet de déterminer une distance approchée de 20 km.
L’interprétation de ce résultat mathématique (5) fournit une réponse au probleme
initial qui doit maintenant étre validée (6) en posant des questions sur le résultat
lui-méme ou ses conditions d’obtention: Est-ce un résultat cohérent? Les
hypothéses sont-elles correctement fondées? Les réponses a ces questions
pourraient conduire éventuellement a entreprendre un nouveau cycle en
modifiant une ou plusieurs étapes pour se conclure par la donnée de la solution
au probleme (7).

Les problemes associés a une situation réelle ne sont pas les seuls types de
problemes qui requierent une activité de modélisation. Ainsi, une équation
algébrique est un modéle mathématique d’une courbe tracée sur le papier, de sorte
que pour déterminer si deux courbes sont sécantes, il suffit de chercher les racines
communes aux équations associées. C'est pour cette raison que Chevallard (1989)

2 Ona:CP=R+H,CN=RetCP2=CN2+ NP2 La valeur cherchée étant NP, la distance de N a P.
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propose de décrire le processus de modélisation sans le restreindre aux cas ot une
situation extra-mathématique est a l'origine du processus. Sa description du
processus de modélisation est plus synthétique que celle de Blum et Borromeo
Ferri (2009). C’est celle que nous adopterons ici dans la mesure ot notre accent est
mis sur les praxéologies algébriques plutét que sur les praxéologies de
modélisation. Pour Chevallard, la premiere étape est la définition du systeme
étudié qui peut étre une situation extra-mathématique ou mathématique. Elle
passe par la détermination des éléments pertinents pour 1'étude et correspond aux
étapes 1 et 2 de la figure 2. La deuxieme étape est la construction du modéle pour
étudier le systeme, c’est-a-dire la mise en relation des différentes variables
identifiées a 1'étape précédente (étape 3, figure 2). La troisieme étape est celle du
travail mathématique dans le modele (étape 4, figure 2). Ces trois étapes sont
évidemment en interaction. Un travail mathématique dans le modele peut
conduire a réévaluer la pertinence des éléments choisis et ainsi a modifier le
systeme étudié puis le modele initial. Le cycle se termine lorsque la solution
mathématique construite est validée comme réponse au probleme posé
(étapes 5, 6, 7, figure 2).

Des mots, des notations, des ostensifs sont requis pour qu’'une classe se dise a
elle-méme les savoirs qu’elle vient de construire collectivement et qui integreront
une culture partagée via le processus d’institutionnalisation. C’est pourquoi, nous
caractériserons les praxéologies de modélisation selon 1'existence ou la nature du
discours technologique développé® autour du processus de modélisation : elles
seront considérées comme muettes lorsque la définition du systéme est absente et
ot seul le travail sur un modeéle sera visible; nous parlerons de praxéologies faibles
lorsque la construction du modéle sera décrite a partir de l'identification du
systéme modélisé, mais non justifiée, et de praxéologies fortes lorsque les trois
étapes du processus de modélisation identifiées par Chevallard seront clairement
explicitées.

Considérant un probleme ot I'algebre peut étre un outil de modélisation, il nous
faut caractériser les praxéologies mises en ceuvre en référence au recours aux
techniques ou aux technologiques algébriques.

3 «Nous considérons qu'une praxéologie est muette lorsqu’elle se donne a voir uniquement au
travers de sa composante praxis; seule la technique mise en ceuvre dans un rapport d’action est
perceptible alors que la composante logos n’est pas audible, a moins qu’elle ne soit simplement
tue. Une praxéologie faible laisse entrevoir la composante logos au travers des ostensifs associés
a la technique mise en ceuvre; le discours technologique reste implicite ou limité a la seule
description de la technique dans un rapport de formulation non encore abouti. Enfin, une
praxéologie forte met en ceuvre dialectiquement les deux composantes praxis et logos dans des
rapports d’action, de formulation et de validation » (Wozniak, 2012, p. 38-39).
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1.2. Des praxéologies numériques aux praxéologies (de type) algébriques

Les praxéologies numériques sont mises en ceuvre dans les problémes
arithmétiques. Les calculs sont réalisés avec des nombres connus, il n'y a pas de
recherche d’une généralisation. Les praxéologies algébriques sont mises en ceuvre
dans des problemes avec inconnue(s) ou qui nécessitent une généralisation, par
exemple a travers 1'élaboration d'un programme de calcul, 1’établissement d'une
formule ou l'identification d’une relation fonctionnelle. Nous faisons I'’hypothese
d’un continuum entre praxéologies numériques et algébriques. L’objet de cette
section est de caractériser ce que nous appelons des praxéologies de type
algébrique.

Une synthese des travaux issus du programme de recherches Early Algebra rend

compte de la diversité des points de vue quant aux éléments caractérisant les

praxéologies algébriques :
Blanton et al. (2011) soutiennent que la structure mathématique et les relations sont
au cceur de la pratique de I'early algebra. Pour Britt et [rwin (2011), les débuts de la
pensée algébrique impliquent d'utiliser des nombres et des mots pour exprimer des
transformations arithmétiques en termes généraux. Carraher et Schliemann (2015)
caractérisent I'early algebra en termes de formes de raisonnement de base qui
expriment des relations entre nombres ou quantités, en particulier des relations
fonctionnelles. Dans ces études et d'autres, les relations mathématiques, les modeles
et les structures arithmétiques sont considérés comme étant au coeur de la pensée
algébrique primitive. (Kieran et al., 2016, p. 10, traduction libre#)

Pour définir les critéres épistémologiques qui fondent des praxéologies
algébriques, nous nous appuyons sur Radford (2014) qui identifie trois conditions
permettant de reconnaitre 1'expression d’une « pensée algébrique » :

o Le traitement d'une ou de plusieurs valeurs inconnues (critere
d’indétermination);

e La production d’ostensifs (des gestes, mots, schémas, symboles, etc.)
associés aux valeurs indéterminées (critere de dénotation);

e Le traitement des valeurs indéterminées comme si elles étaient des valeurs
connues (critere d’analycité).

4 Blanton et al. (2011) argue that mathematical structure and relationships are central to the
practice of early algebra. For Britt and Irwin (2011), early algebraic thinking involves coming to
use numbers and words to express arithmetic transformations in general terms. Carraher and
Schliemann (2015) characterize early algebraic thinking in terms of basic forms of reasoning that
express relations among number or quantities, in particular, functional relations. In these
studies and others, mathematical relations, patterns, and arithmetical structures are deemed to
be at the heart of early algebraic thinking.
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A Tinstar de Squalli et al. (2020) qui s’appuient sur le développement historique
de I'algebre, nous faisons du critere d’analycité le marqueur des praxéologies de
nature algébrique : « Le développement du raisonnement analytique est donc au
cceur du développement de la pensée algébrique dans le contexte de la résolution
de problemes se ramenant a la recherche de valeurs d’inconnues » (p. 39). Ces
auteurs proposent une grille d’analyse fondée sur le degré d’analycité
(raisonnement analytique, a tendance analytique et non analytique) et le registre
de représentation sémiotique des inconnues, des relations et des équations
(numérique, intermédiaire, algébrique conventionnel) pour les problemes de
partage inéquitable. Nous ne reprenons pas cette grille qu’il faudrait adapter a la
spécificité du probleme considéré ici, notre ambition étant de caractériser les
praxéologies de type algébrique indépendamment du type de problemes
concerné.

Les problemes de généralisation de suites figurées sont un autre type de probleme
de modélisation. Abordant «la généralisation mathématique comme [un]
processus sémiotique » Radford (2004) étudie les «moyens sémiotiques
d’objectivation » (p. 21) - c’est-a-dire la valence sémiotique des ostensifs au sens
de Bosch et Chevallard (1999) - afin de caractériser les praxéologies de
généralisation. Il identifie trois niveaux de généralisation : factuelle, le schéme
opérationnel de la généralisation reste confiné au niveau numérique, les moyens
sémiotiques d’objectivation sont constitués de déictiques spatiaux, de gestes, de
rythme et de mouvement; contextuelle, le scheme de 1'objet général est constitué
d’arguments langagiers qui portent en eux les caractéristiques conceptuelles de la
situation spatio-temporelle dont ils ont issus; algébrique, 1'objet général est
exprimé sous forme symbolique, il est une contraction sémiotique forgant le
détachement de l'activité passée et la perte de 1'origo mieux exprimé par les
moyens sémiotiques des précédents niveaux.

Pour Squalli (2016), ces trois niveaux de généralisation témoignent d"une « pensée
algébrique ». De notre c6té, nous avons observé dans Wozniak (2020) que des
éleves peuvent généraliser un processus en utilisant le méme programme de calcul
quelles que soient les valeurs numériques données sans produire d’ostensifs
associés aux valeurs indéterminées. Il s’agit d'un exemple de généralisation
factuelle puisqu’elle « consiste en une généralisation des actions numériques sous
la forme d"un scheme numérique » (Radford, 2003, p. 65, traduction libre®). Or, le
recours aux nombres ne signe pas, ex nihilo, I'entrée dans un processus de

5 «consists of a generalization of numerical actions in the form of a numerical scheme »
(Radford, 2003, p. 65).
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généralisation. Avec Squalli (2020), nous considérons que le caractére algébrique
des praxéologies mathématiques

ne réside pas dans la nature des ostensifs, au sens de Bosch et Chevallard (1999),
soit dans la présence de signes alphanumériques. Il réside plutot dans la nature
des non ostensifs, soit dans les significations des concepts ainsi que dans la nature
des raisonnements impliqués. (p. 11)

Nous tirons de ces travaux qui portent sur des problémes de types différents, les
éléments qui caractérisent les praxéologies de type algébrique : les techniques sont
numériques, mais les technologies qui les justifient relevent de 1'algebre. Les cas
particuliers ne sont plus envisagés comme des singularités mais comme des cas
génériques qui permettent d’envisager d’autres possibles. Ainsi, les praxéologies
de type algébrique remplissent les criteres d’indétermination et d’analycité, mais
pas nécessairement de dénotation, c’est-a-dire qu’il n’existe pas nécessairement
d’ostensif qui représente 1'indéterminée (comme dans I'exemple évoqué ci-dessus
dans Wozniak, 2020). Si les praxéologies de type algébrique relevent d"une algebre
avant la lettre, elles peuvent aussi exister apres I'introduction de I'algebre, comme
nous le verrons plus loin dans ce texte. Les généralisations factuelles et
contextuelles au sens de Radford (2003) mettent en ceuvre des praxéologies de type
algébrique, tandis qu’'une généralisation symbolique releve de praxéologies
algébriques.

Les criteres d'indétermination, de dénotation et d’analycité ainsi que les types de
généralisation, lorsqu’ils sont pertinents en fonction du probleme étudié,
constituent ainsi nos points d’appui pour caractériser les praxéologies selon un
continuum : numérique (ot indéterminée et généralisation sont absentes), de type
algébrique, algébrique.

Les questions auxquelles nous cherchons a répondre sont: Quelles seront
effectivement les praxéologies développées pour résoudre un probleme de
modélisation? Quels sont les effets du curriculum sur ces praxéologies? Quels sont
les choix des professeurs concernant l'opportunité d’une généralisation et
I'accompagnement vers des praxéologies de types algébriques ou algébriques?

2. Méthodologie

Lorsqu’on consideére simultanément les connaissances disciplinaires, didactiques
ou épistémologiques relatives a I'enseignement d’un objet de savoir (Os) des
professeurs et sa place dans le curriculum, quatre cas de figures peuvent se
produire (voir tableau 1).
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Tableau 1 : cas d’enseignement d’un objet de savoir.

Connaissances relatives a Connaissances relatives a
I'enseignement d"un Os non actives ~ 1'enseignement d’un Os actives

Os hors du curriculum (1) (2)

Os dans le curriculum 4) (3)

En prenant I'algebre pour exemple, nous pouvons illustrer ces différents cas :

1) enseignement dans une classe de CM2 - derniére année d’école primaire ot
'algebre n’est pas au programme - par un professeur non spécialiste des
mathématiques dont les connaissances en algebre peuvent ne pas étre
actives car par exemple, trop anciennes;

2) enseignement dans une classe de 6¢ ou 5¢ - premieres années du college ot
'algebre n’est pas au programme - par un professeur de mathématiques
qui peut avoir a l'enseigner dans les niveaux supérieurs et dont les
connaissances en algebre sont actives;

3) enseignement en 4¢ ou en 3¢ - dernieres années du college ot I'algébre est
au programme - par un professeur de mathématiques dont les
connaissances relatives a I'enseignement de I'algebre sont actives;

4) ce cas ne devrait pas exister dans les conditions normales de I’enseignement
del’algebre. Il se produit lorsqu'un nouvel objet de savoir est introduit dans
le curriculum et que les professeurs ne 1'ont pas étudié dans leur propre
cursus, comme récemment en France avec le langage Python.

Pour déterminer l'influence éventuelle du curriculum sur les praxéologies des
professeurs, nous avons considéré la facon dont un méme probleme est étudié
avant et apres l'entrée de l'algebre dans les programmes d’enseignement en
choisissant trois professeures correspondant a chacun des cas (1), (2), (3). Pour que
des comparaisons soient possibles, il fallait trouver un probleme pouvant étre
étudié aussi bien aux cycles 3 et 4. Nous présentons maintenant 1’analyse a priori
de ce probleme.

2.1. Analyse a priori du probléme de modélisation

Nous avons proposé aux professeurs la construction de boites par pliage pour trois
raisons. D’abord, il s’agit d'une situation ayant été expérimentée en fin d’école
primaire (Chappaz et Michon, 2003) qui repose sur I'étude des relations entre les
dimensions d"une feuille et celles de la boite obtenue par pliage. Ensuite, le recours
au calcul algébrique n’est pas indispensable, car les questions sont posées pour des
valeurs particuliéres. Des considérations géométriques et des techniques
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numériques suffisent. Cette situation peut donc étre abordée des I'école primaire
et permet d’observer dans quelle mesure les professeurs saisissent 1'opportunité
de l'étude de ce probleme pour se donner un enjeu de généralisation, voire
recourir a I'algebre. Enfin, cette situation est utilisée en formation de professeurs
(Barquero et al., 2019) et le choix des valeurs des variables didactiques a ainsi été
plusieurs fois éprouvé. Nous avons repris les différentes questions de la situation
initiale, mais modifié la notice d’instructions afin de limiter les informations
apportées (voir annexe 1). Nous I'avons renommée « Mission construction » pour
le cas o1 les professeurs feraient des recherches sur Internet.

2.1.1. Lesrelations entre les dimensions de la feuille et de la boite

En suivant les instructions de pliage, il est possible de construire deux boites. La
figure 3 illustre a partir d'une feuille A4 le pliage Pla ou les plis sont paralleles a la
largeur (comme dans la notice) et le pliage PLo ou les plis sont paralleles a la
longueur de la feuille.

4 NN
I i

e
|

«— L —» <—c—» «—L — «— .  —

Figure 3. Pliages Pla (a gauche) et PLo (a droite) d"une feuille A4

Les relations qui lient les dimensions de la feuille initiale (notées! et L) et les
dimensions du fond de la boite (notées c; et c2) sont :
. L L
+ = = - =[—-
Pour le pliage Pla, c1 + co=lavecc; =-etc; =1~
. ! !
+ = = - =] —=
Pour le pliage PLo, c1 + c2=Lavecc, =zetc, =L —=.

Dans le cas d"une feuille carrée (I = L), les pliages Pla et PLo se confondent et on

: . L 1 2L 21
obtient une seule boite : ¢; = soseto=—=—

Contrairement a la figure 3, les longueurs des cotés | et L ne sont pas toujours,
respectivement, la largeur et la longueur de la feuille. Par exemple, pour construire
une boite a fond rectangulaire 8cmx5cm, le pliage Pla donne
[=5cm+8cm=13cm et L =3 x 8 cm =24 cm tandis que le pliage PLo donne
L=5cm+8cm=13cmet/=3x5cm=15cm.

21.2. La dynamique des questions

L’étude dans Chappaz et Michon (2003) est réalisée autour de cinq grandes
questions que nous reprenons ici en explicitant leur fonction didactique.
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La premiere question - construire une boite a partir de la notice fournie - permet
de comprendre le pliage et le processus de construction. A ce stade, les éleves ne
se posent pas de questions sur les liens entre les dimensions de la feuille de départ
et celles de la boite obtenue. Aucune contrainte n’étant imposée, le type de pliage
(Pla ou PLo) fournit potentiellement deux boites de formes différentes, mais
suivant la conduite de la séance, les éleves peuvent ne pas le percevoir.

La deuxieme question - construire une boite a fond carré de dimensions données -
permet la dévolution du probleme en perturbant le modele spontané des éléves
qui lient les formes de la feuille et de la boite. Constatant qu'une feuille carrée ne
produit pas une boite a fond carré, ceux-ci analysent alors les plis pour déterminer
le lien entre les dimensions de la feuille et de la boite. Le fait qu’il n'y ait qu'une
solution (3¢, 2¢) facilite I'entrée dans le probleme.

La troisieme question - construire une boite a fond rectangulaire de dimensions
données - a deux solutions (voir plus haut) et conduit vers la conception d"un
modele liant les dimensions feuille/boite rectangulaire.

La quatrieme question - prévoir les dimensions des boites connaissant les
dimensions de la feuille - permet d’éprouver la fiabilit¢ du modele élaboré
précédemment. Le pliage a ce moment-la change de statut. Il n’est plus 1'objet
d’expérimentations par les éleves pour concevoir le modele, il sert a valider les
réponses anticipées a partir du modéle.

La derniére question - déterminer la possibilité de construire des boites de dimensions
données - permet d’enrichir le modele en intégrant la dimension de la hauteur de
la boite. L’argumentation attendue conduit a expliciter le modéle et appelle une
généralisation.

Une analyse du processus de modélisation selon le modele de Chevallard (1989)
permet d’identifier que le modele mathématique congu pour répondre a une
question devient un élément du systéme de la question suivante de sorte que les
modeéles successivement construits completent les précédents. Pour répondre a la
deuxiéme question (boite a fond carré), un modéle mathématique est élaboré qui
lie les dimensions d’une feuille et les dimensions d"une boite a fond carrée a partir
d’un systéme fait des feuilles de papier fournies, de la technique de pliage et des
boites fabriquées. Ce premier modele - qui pourrait étre assez peu mathématisé -
sera intégré de facto au systeme a étudier pour répondre a la troisieme question
(boite a fond rectangulaire). Un nouveau modele est alors congu sur la base de ce
nouveau systéme, modele qui viendra enrichir le systéme associé a la quatrieme
question, etc.
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2.1.3. Les techniques de résolution

Deux types de taches sont ainsi travaillés (T1 et T2) pour lesquels nous
envisageons a présent les techniques t qui permettent de les accomplir ainsi que
les modeéles de la situation 6 qui les justifient.

Pour accomplir le type de taches T1 - Déterminer les dimensions de la feuille pour
construire une boite de dimensions données - quatre techniques valides sont
envisageables. Elles sont présentées dans le tableau2 avec les discours
technologiques qui les justifient et décrites en détail dans I’annexe 2.

Tableau 2 : techniques valides pour accomplir T1.

Odimensions lices : Les dimensions de la feuille et
de Ia boite sont liées : diminuer une
dimension de la feuille, ¢’est diminuer une
dimension de la boite.

Tajustement : Ajuster les dimensions de la feuille
(par découpage) jusqu’a obtention par pliage
des dimensions de la boite demandées.

Tmesure : Mesurer les dimensions de la feuille
apres avoir dessiné le fond de la boite aux
dimensions voulues puis les plis associés a sa
construction.

Bp1is : la reproduction des plis permet la
reproduction de la boite.

Pour Tmesure il y @ mesure sur un dessin.

Pour tealcul un schéma des plis peut servir

Tealeul : Calculer les dimensions de la feuille a , - . .
d’appui pour représenter la relation entre

partir du repérage du lien entre les plis de

construction et les dimensions de la boite.

Trelation : Etablir les relations entre les
dimensions du fond de la boite et les
dimensions de la feuille

dimensions : les plis sont toujours disposés de
la méme fagon. IIs forment 6 bandes dont les 2
du milieu constituent le fond de la boite et il y
a une bande au-dessus et au-dessous du fond

de la boite qui représente les bords de la boite

(voir figure 3).

Pour Trelation il n’est plus nécessaire de coder
les mesures de longueur sur un schéma pour
effectuer les calculs : une dimension de la
feuille est le triple d'une dimension du fond
de boite, I’autre dimension de la feuille est la
somme des dimensions du fond de la boite.

Les techniques Tajustement €t Tmesure relévent d’une théorie empiriste ot1 le probleme
étant un objet a fabriquer, la solution passe par la manipulation ou la mesure de
celui-ci. La généralisation est absente. La technique tcaicu reléve dune théorie
arithmético-géométrique portée par une lecture des plis sur la feuille dépliée ou
un schéma et validée par les propriétés géométriques. Elle repose donc sur une
généralisation des relations entre les plis et signe une praxéologie de type
algébrique. La technique Trelation reléve d"une théorie algébrico-géométrique fondée
sur la généralisation des relations explicitement établies entre les dimensions
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validées par les propriétés géométriques. Si les dimensions sont dénotées en lien
avec les grandeurs de la feuille ou de la boite, nous classons cette technique parmi
les praxéologies de type algébrique. En revanche, si les dénotations se détachent
des grandeurs et du contexte, nous considérerons qu’elle releve de praxéologies
algébriques.

Trois techniques non valides sont aussi envisageables. Deux d’entre elles se
fondent sur I'idée que les formes de la feuille et du fond de la boite sont identiques.
La technique tcarre consiste a tenter de construire une boite a fond carré a partir
d'une feuille carrée. Avec une feuille A4 et le pliage de type Pla, une des
dimensions du fond de boite mesure 10 cm environ, la technique Tdemi-feuille utilise
une feuille A5 (demi-feuille A4) pour obtenir une boite dont une des dimensions
du fond est 5 cm. La troisiéme technique erronée Tdecoupage-écart S€ fonde sur 'idée
que les dimensions de la feuille et de la boite évoluent avec un méme écart. Une
boite étant construite, la feuille est découpée de 1'écart calculé entre les dimensions
de la boite construite et les dimensions a obtenir®. Une fois constaté que la
technique est erronée, elle peut évoluer vers la technique Tajustement a laquelle elle
est apparentée.

Pour accomplir le type de tadches T2 - Déterminer, sans la construire, les
dimensions du fond des boites obtenues a partir d'une feuille de dimensions
données - quatre techniques valides sont envisageables (voir tableau 3) qui sont
des adaptations de techniques utilisées pour accomplir le type de taches T1.

Tableau 3. Techniques valides pour accomplir T2.

Tmesure* : Mesurer les dimensions du fond de la
boite en dessinant les plis sur la feuille de

dimensions données Op1is : la reproduction des plis permet la

reproduction de la boite

Tealewr : Calculer les dimensions de la boite a

Les plis sont toujours disposés de la méme
partir du schéma d’une boite dépliée. P ) b

facon. Ils forment 6 bandes dont les 2 du

Trelation* : Etablir les relations entre les milieu constituent le fond de la boite etil y a
dimensions de la feuille et les dimensions du ~ une bande au-dessus et au-dessous du fond
fond de la boite. de la boite (voir figure 3).

Trelation-inverse* ¢ Reprendre les relations obtenues
avec la technique Trelation et les « retourner ».

6 Cette technique peut permettre de trouver approximativement les dimensions requises pour
construire une boite a fond carré de 10 cm de longueur de coté. En effet, une feuille A4
(dimensions 21 cm par 29,7 cm) permet de construire une boite & fond rectangulaire de
dimensions 10 cm par 11 cm environ. En réduisant de 1 cm la largeur de la feuille, on obtient
une feuille mesurant environ 30 cm par 20 cm et une boite apparemment a fond carré.
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Nous classons les techniques Tmesure*, Tcalcul*, Trelation* cOmme les techniques Tmesure,
Tealcul €t Trelation auxquelles elles sont associées : Tmesurer reléve d’une praxéologie
numérique, Talcu d'une praxéologie de type algébrique et Trelation+ d'une
praxéologie de type algébrique ou algébrique selon la dénotation des dimensions.
Enfin, la technique Trelation-inverse* 'inscrit dans une praxéologie algébrique.

2.2. Les observations

Les observations (Cattoén, 2020) se sont déroulées dans une école et un college de
la méme ville de 6500 habitants située en contexte plutdt rural. Les trois
professeures sont nommées P1, P2 et P3 dans la suite et correspondent
respectivement aux cas 1, 2 et 3 du tableau 1. Ces professeures ont été choisies par
opportunité afin que les trois cas précédents soient représentés : P2 et P3 sont dans
le méme établissement que 'une d’entre nous et P1 est dans une école a coté et
nous nous sommes assurées qu’elle n’avait pas fait un cursus universitaire
scientifique.

P1 intervient en CM2, enseigne depuis deux ans au moment des observations et a
fait des études en sciences humaines’ (Terminale littéraire, licence d’histoire et
master d’enseignement). P2 enseigne en classe de 6¢, a 20 ans d’ancienneté et
détient une licence de mathématiques8. P3 qui est chargée des classes de 4¢ et 3¢ a
10 ans d’ancienneté, une licence de mathématiques-informatique et une premiere
année de master en ingénierie mathématique®.

Une fois obtenu 1’accord des trois professeures, les documents en annexe 1 ont été
adressés par messagerie en précisant :

La situation que nous vous proposons de mettre en place avec vos éleves peut étre
organisée comme vous le souhaitez :

- aucune contrainte d’organisation de la classe (en groupe, en bindme ou individuel);
- aucune contrainte d’organisation de 1'étude (étude en une séance ou plusieurs,
d’une durée libre);

- aucune contrainte quant a l'utilisation de matériel autre que des feuilles pour
construire les boites.

Vous avez une compléte liberté d’adapter cette situation en fonction de vos éleves.
Les éleves sont des ingénieurs d’'une usine qui fabrique des boites selon un procédé
par pliage décrit dans la notice ci-jointe. Le but de I'activité est d’étudier comment
construire des boites en respectant différentes contraintes.

7 Au Québec, cela correspondrait a un diplome d’études collégiales avec une valence littéraire,
un baccalauréat en histoire et une maitrise d’enseignement pour I'école primaire.

8 Au Québec, cela correspondrait a un baccalauréat en mathématiques.

9 Au Québec, cela correspondrait a un baccalauréat en mathématiques et une premiére année de
maitrise en ingénierie mathématique.
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Les moments d’observation, choisis par les professeures, ont été complétés par des
entretiens.

2.3. Les entretiens

Nous avons conduit des entretiens semi-dirigés avant et aprés les séances
d’enseignement de facon a faire expliciter par les professeures les savoirs en jeu.

L’entretien avant I'observation a pour objectif de faire exprimer aux professeures
les enjeux qu’elles identifient et la facon dont elles s’approprient le probleme.
L’entretien apres 'observation vise a faire expliciter leur rapport personnel a
I'algebre ou a la modélisation et, notamment, pour les professeures du secondaire,
le lien qu’elles percoivent entre le probleme et une introduction potentielle a
'enseignement de l’algebre. Au cours de ces entretiens, elles ont évalué de 0 a 3 le
niveau de travail des six compétences structurant le programme de
mathématiques: chercher, modéliser, représenter, raisonner, calculer,
communiquer, ceci afin que les professeures situent ce probléme dans les attentes
institutionnelles et qu'on puisse objectiver une éventuelle évolution de leurs
rapports personnels a ces compétences du fait de I'expérimentation.

Les observations et entretiens ont été réalisés entre avril et juin 2019. Le corpus est
constitué de trois types de données : les films des séances selon un point fixe au
fond de la classe, caméra dirigée vers le tableau lors des temps collectifs ou vers
certains éleves durant les phases de recherche; les enregistrements sonores de la
professeure qui portait sur elle un microphone; des photos de productions
d’éleves.

3. Résultats

La place nous manque pour présenter dans le détail les séances observées du point
de vue des éleves et des professeures. Aussi, dans un premier temps, nous
présentons le contenu des séances observées et les techniques mises en ceuvre par
les éleves en les considérant comme 1’effet des pratiques de ces professeures. Dans
un second temps, nous évoquerons les entretiens qui explicitent leur rapport a la
modélisation et a I'algebre. La confrontation des praxéologies des éleves avec les
discours des professeurs permet de comprendre comment les praxéologies des
éleves sont révélatrices des fondements du travail épistémologique des
professeures.

3.1. Les séances observées

Le tableau 4 présente 1'objectif déclaré des professeures, la durée d’étude et les
questions travaillées parmi les suivantes :

Q1. Construire une boite a partir de la notice fournie.
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Q2. a) Construire une boite a fond carré.

b) Quelles doivent étre les dimensions de la feuille pour obtenir une boite
avec un fond carré de coté 7 cm?
[réponse:l=14cm, L =21 cm ]

Q3. a) Construire une boite a fond rectangulaire.

b) Quelles doivent étre les dimensions de la feuille pour obtenir une boite
avec un fond rectangulaire de 5 cm par 8 cm?
[réponse:1=13cmetL=15cmoul=13 cmet L =24 cm]

Q4. Sans les construire, prévoir les dimensions des boites obtenues avec des
feuilles rectangulaires de 18 cm par 24 cm.

[réponse : boite 8 cm par 10 cm avec Pla et boite 6 cm par 18 cm avec PLo].

Tableau 4. Les séances observées et les questions traitées.

P1-CM2 P2 - 6° P3 -4 P3 -3¢
26 éleves 25 éléves 25 éléves 10 éléves!?
Objectif Attitude de Réinvestir les Trouver les relations entre les
déclaré recherche connaissances dimensions (sans formalisme
géomeétriques algébrique)

Durée des 1 séance de 2 h 45 1séance de1h50 1 séance en classe 1 séance de 55

séances en classe entiére : min en classe entiére de 55 min min avec tous les
les éleves ont entiere + 1 séance éleves
travaillé durant de 55 min en

toute une matinée demi-classe
sur ce probleme

Ordredes Q1-Q3b-Q2b Ql1-Q2aetQ2b- Q1-Q2b-Q3b Q1- Q2b - Q3b
questions Q3b (un groupe) (un groupe) - Q4
traitées (un groupe)

Dans toutes les classes, seules des feuilles de format A4 ont été distribuées et il n’y
a pas eu de production d’une trace écrite collective. P1, dans la classe de CM2, a
choisi d'inverser les questions Q2 et Q3 en considérant que la relation (2¢, 3c) dans
le cas d'une boite a fond carré pouvait inciter les éleves a la réinvestir avec une
boite a fond rectangulaire et les mettre en difficultés. Pour étudier les questions,
Q1, Q2 et Q3, les classes de CM2 et 6¢ ont travaillé durant 165 min et les classes de
4¢ et 3¢ durant 55 min. Un groupe d’éleves de la classe de 3¢ a aussi eu le temps
d’aborder la quatrieme question. Dans les classes de 4¢ et 3¢ observées, il a fallu
trois fois moins de temps pour travailler les trois questions. Ceci peut s’expliquer
par la différence de posture de P1 et P2 qui ont laissé beaucoup de temps aux

10 Les autres éléves de la classe étaient en voyage pédagogique.
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éleves pour comprendre la notice : 60 min en CM2 et 45 min en 6¢ alors que P3 a
guidé les éleves pour ne pas s’y attarder.

Le tableau 5 présente les techniques mises en ceuvre par au moins un éleve a
chacune des questions.

Tableau 5 - synthese des techniques utilisées

CM2 6e 4e 3e
Tearré (erronée) Q3b - sz QZb QZb QZb
Tdemi-feuille( erronée) Q3b
Tdécoupage-écart (erronée) QZb
Tajustement Q3b Q2b- Q3b Q2b Q2b
Q3b
(amorcée et Q2b (proposée par un
Tinesure abandonnée éleve dans un groupe
par un mais non retenue)
bindme)
Tealcul Q3b- QZb QZb- Q3b Q2b Q2b
Q2b (un
Q2b (travail  éleve), Q3b
‘ a la maison (un éleve, Q2b (un groupe), Q3b
Frelation avec aide application (un groupe)
extérieure) relation boite
carrée)
T relation * Q4 (un groupe)

Trois techniques apparaissent dans toutes les classes : 7w, Tjustement, Teaicul. La
technique erronée 7., comme réponse aux questions Q2 avec une boite a fond
carré témoigne du modele spontané des éleves qui lie la forme de la feuille et la
forme du fond de boite. Cela atteste que durant la phase d’appropriation de la
technique de pliage (Q1), ceux-ci sont focalisés sur la compréhension des
différentes étapes de la notice et ne se posent pas de question sur cette relation. Or
avec une feuille A4, le fond de boite est un rectangle de 99 cm x 11,1 cm
(pliage Pla) ou un rectangle de 7 cm x 22,7 cm (pliage PLo). Le pliage Pla fournit
donc une boite dont le fond peut paraitre carré du fait des approximations de
pliage. Dans la classe de P1, la question Q3b qui porte sur une boite rectangulaire
est posée avant la question Q2b ot la boite doit avoir un fond carré. Pourtant, des
Q3b, quelques éleves utilisent cette technique. Cela s’explique par 1'usage de
I'expression « boite bien carrée » par la professeure pour exprimer que les
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hauteurs de la boite devaient étre perpendiculaires au fond de la boite. Le
malentendu levé a ce moment-la et la validation de la technique e au moment
de la mise en commun n’empéchera pas un bindme a envisager cette technique
pour répondre a la question Q2b montrant ainsi que ces éleves n’avaient pas percu
le potentiel générique de la technique zacu. La technique zujustement €St mise en
ceuvre soit d’emblée, soit a 'issue du constat d’échec de la technique zure. Elle
repose sur le constat des dimensions des boites déja construites et ne releve pas
d'une recherche de généralisation. La technique zw n'est pas la premiere
technique a laquelle pensent les éleves, et ceci, quel que soit le niveau
d’enseignement. Elle arrive aprés que d’autres techniques, certaines erronées,
aient été mises en ceuvre et sous l'impulsion de la professeure au moment d’une
mise en commun en s’appuyant sur la production de quelques éléves (P1, CM2),
ou pendant l'activité (P2, P3). Ainsi, par exemple, P1 fait observer aux éleves les
« bandes » formées par les plis :

P1: Le fond, il est constitué de quoi?

Eléves : Deux plis

P1 : Et les cotés, qu’est-ce que c’est, les cotés?
E1: Les hauteurs

P1 : Elles sont composées de quoi, les hauteurs
E2 : De papier

P1: Toute la boite est en papier...de bandes aussi, [elle montre chaque coté vertical
de la boite en annongant « une bandelette »] quand vous devez faire votre fond,
votre feuille, il faut qu’elle soit constituée déja de deux bandelettes.

Et poursuit apres quelques sollicitations en faisant un schéma au tableau (figure 4)
accompagné d'un discours qui induit la technique zuicu

Si, ici, vous avez 8, vous savez que vos bandelettes quand vous allez plier, elles
vont mesurer combien? 4 cm, donc pour trouver la bonne dimension vous devez
vous dire que quand vous allez plier votre feuille en six, les barres elles vont étre
a4cm[...] cava déja vous donner une partie de la mesure.

Figure 4. Schéma réalisé par P1 lors d"une mise en commun
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C’est aussi la seule technique mise en valeur lors des mises en commun dans les
quatre classes, sans qu'une comparaison avec les autres techniques soit faite, ce
qui aurait révélé son pouvoir généralisateur. Une fois validée, sans doute par effet
de contrat didactique, cette technique est majoritairement reprise par les éleves
(voir figure5) avec plus ou moins de succes pour répondre aux questions
suivantes. Comme indiqué dans notre analyse a priori, nous considérons que cette
technique 7w releve des praxéologies de type algébrique qui se sont donc
développées dans toutes les classes.

i, ok Tr2=A%om  Dewocigme s
Devtigrme pts
i e o Y- }E e
A5 e :

cd e _mm oa Sl e

ASC/W'L

Figure 5. Trace écrite d"un groupe en classe de 6

Notons que la technique zeiarion a été mise en ceuvre par un éléve en classe de 4¢ et
un trindme en classe de 3¢ (voir figure 6) sans que ce soit repris par la professeure
P3 lors d"une mise en commun!.

Dans les quatre classes, la place de la manipulation a été importante et il n'y a pas
eu de construction d’une trace écrite collective. Seule la technique zacua été
validée et des praxéologies de type algébriques ont été mises en ceuvre.
En revanche, aucun travail de comparaison entre les techniques n’a été réalisé et
aucune référence n’a été faite a la modélisation. Enfin, le recours a des praxéologies
algébriques n’a pas été un enjeu au cycle 4 ou l'algeébre est pourtant enseignéel2.

11 En classe de 3¢, P3 n’a pas fait de mise en commun mais a accompagné et validé le travail réalisé
dans chaque groupe.

12 Rappelons que les notions de variable et d’indéterminée, de la factorisation et du
développement d’expressions littérales comme la résolution d’équation du premier degré sont
enseignées en classe de 4.
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Figure 6. Trace écrite d"un groupe de la classe de 3e.

3.2. Discours des professeures et travail épistémologique

N

Au cours des entretiens, les trois professeures ont exprimé leurs difficultés a
expliciter ce que recouvre la compétence « modéliser » et a la relier a l'activité
proposée. Ainsi, P1 confond modélisation et modélisme : «je l'aurais plutot
entendu, euh, comme un loisir au départ, comme, voila, des personnes qui vont
essayer de faire des choses, euh, de modéliser, c'est-a-dire reproduire quelque
chose en échelle plus petite ». P2 indique que « c’est super flou pour moi et j'essaye
de me dépatouiller avec ¢a et essayer de faire un lien entre ce que tu fais la
concretement et les outils mathématiques et les opérations et tout ¢a, pour moi, ¢ca
serait la modélisation de... mais j'arrive pas a faire un lien vraiment ». Quant a P3
avoue « J'ai toujours eu du mal, justement », avant de la définir comme une activité
permettant de « retranscrire le probléme dans une situation... dans une situation
qu’on peut expliquer plus facilement. Avec un schéma, une construction, etc... »

Le manque de connaissances mathématiques et didactiques sur le processus de
modélisation et son enseignement conduit a une direction de I'étude de la situation
comme une situation de recherche en autonomie didactique décroissante selon les
niveaux d’enseignement. Il pourrait expliquer aussi qu’aucune professeure n’a
anticipé la possibilité d’avoir des solutions différentes en fonction du type de
pliage (Pla et PLo). Ceci a eu deux conséquences. D"une part, dans chaque classe,
les deux types de pliage sont présents, générant confusion et incompréhension
sans que les professeures puissent identifier leur origine. D’autre part, le manque
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d’analyse du type de pliage avec les éléves court-circuite le nécessaire travail de
définition du systeme dans le processus de modélisation. Ce travail était pourtant
envisageable avec les éléves en fournissant des feuilles de différents formats lors
de la premiere question. Aucune des professeures ne I’a envisagé.

Concernant la caractérisation des praxéologies de modélisation, ce sont bien des
praxéologies muettes qui sont a 1'ceuvre puisque la modélisation n’est jamais un
enjeu. Le processus de modélisation n’est jamais explicité, de sorte qu'on n’observe
pas de praxéologies de modélisation au sens oti nous les avons définies : il manque
un travail de la classe qui explicite le systeme (qui aurait permis d’identifier les
deux sens de pliage, par exemple) ou a minima un travail de comparaison des
techniques qui valide les modeles construits. Seul le travail mathématique dans un
modele est présent. Nous retrouvons ce que nous avions observé (Wozniak, 2012)
ou une relation de proportionnalité pouvait servir de modele : les besoins de
connaissances mathématiques et didactiques sur la modélisation conduisent les
professeures a enseigner les solutions plutdt qu’a faire étudier les problemes.

Concernant la dimension algébrique de la situation, P3 a d’emblée énoncé un enjeu
de généralisation au premier entretien. Elle souhaite voir les éleves « réussir a
trouver les dimensions pour une boite quelconque, de la feuille de départ » sans
faire référence a I'algebre qui est pourtant au programme des classes de 4¢ et 3e.
D’ailleurs, la résolution d’équation trés présente dans ces programmes n’est pas
méme mentionnée. De leur c6té, c’est a posteriori que P1 et P2 reconnaissent cette
dimension. Pour P1 : « c'est aussi ¢a, 'algebre, c'est, voila, c'est les relations entre
des mesures, des quantités et qu'on peut en les liant d'une certaine facon trouver
autre chose, donc pour moi oui c'était on va dire officieux » tandis que pour P2
« c’est les prémices, c'était intéressant de le voir comme ca aussi et d’avoir un pied
déja sans le formaliser ». Enfin, les deux professeures en college (P2 et P3)
considérent qu’il manque une question qui demande la généralisation des liens
entre les dimensions de la feuille et de la boite et P3 suggere 1'ajout de la question :
« émettre une conjecture, quelle est la relation entre les dimensions de la feuille et
les dimensions de la boite? » Cette proposition de la part des deux professeures
révele en creux un rapport a I'enseignement des mathématiques : il n’est pas
envisagé l'intérét de faire percevoir par les éleves la raison d’étre des savoirs a
travers leur émergence en cours de résolution de problemes. L'algebre comme
outil de modélisation par généralisation des cas étudiés ne peut pas étre percu par
lui-méme, il faut qu’il soit explicitement demandé.

4, Discussion et conclusion

Cet article se focalise sur la direction de I'étude d"un probleme de modélisation
avant et apres l'introduction de l'algebre. Il aborde ainsi une problématique
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complémentaire a celle de Oliveira et al. (2017) qui s’intéressent aux praxéologies
des éleves avant et apres l'enseignement de l'algébre dans la résolution de
problemes inéquitables. Nous retenons de leurs travaux que, comme dans I'étude
de probléemes de généralisation (Wozniak, 2020), les éléves peuvent résoudre de
tels problemes avant l'apprentissage formel de l'algebre élémentaire. Nous
retenons aussi le peu de différences entre les résultats des éléves au secondaire 1
par rapport aux éleves au secondaire 2 et le fait que plus la structure du probleme
de partage inéquitable est complexe, plus les éleves recourent aux essais
numériques :

11 est possible que lorsque la structure du probleme est plus complexe, les éleves
cherchent des procédures avec lesquelles ils se sentent plus confortables. Ainsi, la
procédure algébrique étant récente pour eux, ils la laisseraient de coté pour
privilégier une procédure qu'ils maitrisent mieux afin de se centrer sur les relations
plus complexes. (Oliveira et al., 2017, p. 177)

Nous avons observé un phénomene semblable: les mémes techniques sont
spontanément utilisées dans les différentes classes, méme s'il y a eu
développement de praxéologies de type algébrique pour un nombre croissant
d’éleves avec 'avancée dans le curriculum.

Nous considérons qu’il y a trois dimensions dans le travail épistémologique du
professeur. La non-identification de deux solutions suivant le type de pliage releve
de la dimension mathématique de ce travail et a une incidence sur sa dimension
didactique en ne permettant pas d’anticiper d’éventuelles difficultés ou
incompréhensions et en ne favorisant pas le travail de définition du systéme dans
le processus de modélisation. Quant a la dimension épistémologique, elle se révele
dans le discours de P2 et P3 qui considérent que le travail en algebre commence
avec la demande explicite d'une généralisation. Elle se révele aussi par un rapport
a la modélisation et a I'activité mathématique scolaire a travers les discours et les
pratiques observées. Comme dans Wozniak (2012), les professeures enseignent les
solutions plutot que les moyens de les construire et développent des praxéologies
de modélisation muettes. Ici, le résultat est une boite qui sert a valider le travail
mathématique a réaliser. Ceci peut expliquer le temps long réservé a
I'appropriation du procédé de fabrication dans les classes de P1 et P2. Nous
faisons une autre hypothese : le rapport a la manipulation et a 1'expérimental
écraserait le travail mathématique lui-méme alors méme que P3 mentionne ce
risque : « Est-ce qu’ils vont chercher le c6té mathématique ou est-ce qu’ils vont
juste chercher a construire sans chercher une méthode pour que ca marche tout le
temps ». Un élément semble corroborer cette hypothése : aucune des professeures
n’a exploité le potentiel de la schématisation des plis (par exemple dans la figure 3)
base de développement des techniques de types algébriques ou algébriques. Cest
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en dépliant et repliant les boites que les professeures ont accompagné les éleves
dans la construction de la technique zcicur 0u 1'ont explicitée. Lors d"une mise en
commun, P1 réalise un schéma qui ne reprend pas les plis et P2 s’appuie sur une
photo de la notice vidéoprojetée (voir figure 5).

} | \ W 3. Replier les quatre coins du morcean rabatti

i

Figure 7. Schémas réalisés par P1 (& gauche) et P2 a partir d’une photo vidéoprojetée (a droite).

Cette absence de schématisation peut expliquer qu’alors que les trois professeures
ont incité les éleves a diviser la longueur par 6 pour réaliser les pliages, la
technique Tmesure (il s'agit de compléter le dessin du fond de boite par les plis
associés puis mesurer les dimensions) n’a pas été utilisée par les éléves. Un binome
en CM2 a commencé a faire un dessin mais, interrompu par la récréation, n’a pas
poursuivi dans cette direction.

Si le critere d’analycité permet de distinguer arithmétique et algebre, il ne suffit
pas a rendre compte de I'évolution praxéologique. Notre étude est aussi I’occasion
d’expliciter ce continuum (tableau 6) : praxéologies numériques ot généralisation
et indéterminée sont absentes, praxéologies de type algébrique ot les techniques
sont numériques, mais les technologies qui les justifient relevent de 1’algébre et
enfin les praxéologies algébriques.

Tableau 6. Le continuum praxéologique

Praxéologies numérique type algébrique algébrique
Techniques arithmétique arithmétique algebre
Technologies arithmétique algebre algebre
Caractérisations Indéterminée et Indéterminée, Indéterminée,
généralisation sont analycité; dénotation, analycité;
absentes généralisation généralisation
factuelle ou symbolique

contextuelle
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Pour conclure, nous revenons sur les deux questions que nous avons posées en
introduction. La premiére question portait sur les besoins de connaissances
mathématiques, didactiques et épistémologiques des professeures dans ce type de
situations. Nous faisons 1'hypothése que le manque de familiarité avec le
processus de modélisation vient géner, dans l'étude de ce probléeme, le
développement de praxéologies algébriques. Il y a un changement de paradigme
scolaire qui fait de la modélisation autant un objet d’enseignement qu’un
processus d’enseignement (Wozniak, 2019a) et qui n’est pas spécifique a la France
(Barquero et al., 2018). La modélisation doit permettre I'émergence de nouveaux
savoirs, faciliter leur étude et en faire percevoir la raison d’étre. Ces observations
en confirment d’autres (Wozniak, 2012, 2020), les professeurs frangais ne semblent
pas préts.

La seconde question visait a identifier comment le curriculum influence les choix
du professeur pour diriger l'étude de ce type de problemes. Méme si les
professeures développent des discours propres au programme d’enseignement du
niveau ou elles interviennent, ce sont des pratiques communes qui s’observent :
une méme technique 7 valorisée, un role prépondérant a la manipulation et,
corrélativement, une absence de schématisation des plis. L'enjeu algébrique,
pourtant permis par 'activité proposée et conforme au programme scolaire de
deux classes, ni la modélisation comme objet de savoir a enseigner ne sont présents
dans aucun de nos cas d’étude. Nous faisons 1'hypothese que le manque de
connaissances mathématiques et didactiques sur le processus de la modélisation
est un déterminant didactique plus important que celui des curricula.

Dans cet article, nous avons considéré la résolution d"un probleme de modélisation
de situations extra-mathématiques. Ce que nous avons observé confirme de
premiéres observations (Wozniak, 2012) concernant les besoins de connaissances
mathématiques et didactiques des professeurs sur la modélisation. Si le probleme
considéré est porteur de praxéologies de types algébriques des le cycle 3 qui
pourraient évoluer vers des praxéologies algébriques au cycle 4, nous faisons le
constat que, dans le contexte de formation actuel des professeurs en France, ce
n’est peut-étre pas le type le plus approprié. Il resterait a identifier quel type de
probleme de modélisation serait davantage porteur. Pour I'’heure, comme nous
I'avons montré dans Wozniak (2020), les problémes de généralisation semblent
étre des types de problemes de modélisation mieux adaptés, ce qui plaiderait pour
leur introduction dans le curriculum des le cycle 3 en France, comme c’est le cas,
par exemple, en Belgique (Demonty et Vlassis, 2018).
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Annexe 1: Les deux documents envoyés aux professeurs.
MISSION CONSTRUCTION

Les éleves sont des ingénieurs d'une usine qui fabrique des boites selon un
procédé par pliage décrit dans la notice ci-jointe.

Le but de I'activité est d’étudier comment construire des boites en respectant
différentes contraintes.

1. Construire une boite a partir de la notice fournie.
2. a) Construire une boite a fond carré.

b) Quelles doivent étre les dimensions de la feuille pour obtenir une boite
avec un fond carré de coté 7 cm?

3. a) Construire une boite a fond rectangulaire.

b) Quelles doivent étre les dimensions de la feuille pour obtenir une boite
avec un fond rectangulaire de 5 cm par 8 cm?

4. Sans les construire, prévoir les dimensions des boites obtenues avec des feuilles
rectangulaires de 18 cm par 24 cm.

5. Vrai ou faux?

a) Il n’est pas possible de construire une boite a fond carré a partir d"une
feuille rectangulaire de 12 cm par 24 cm.

b) Il est possible de fabriquer une boite avec un fond rectangulaire de 8 cm
par 4 cm et une hauteur de 4 cm.

c) Il n’est pas possible de fabriquer une boite avec un fond rectangulaire de
8 cm par 6 cm et une hauteur de 2 cm.
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NOTICE DE FABRICATION DE LA BOITE

La notice suivante décrit les étapes permettant de construire une

boite.

1. Partager la feuille en six bandes
égales par un pliage en accordéon.

2. Rabattre vers l'intérieur la partie
gauche de la feuille suivant (AB).

.C

3. Replier les quatre coins du morceau
rabattu.

4. Rabattre vers l'extérieur suivant

(CD).

5. Faire la méme chose avec le cHté droit
de la feuille.

6. Ouvrir par le milieu et marquer les
plis du fond de la boite et de sa
hauteur.
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Annexe 2. : Description des techniques valides et des théories ® qui

les fondent, associées aux deux types de taches T1 et T2

T1: Déterminer les dimensions de la feuille pour construire une boite de
dimensions données

Tajustement . Ajuster les dimensions de la feuille (par découpage) jusqu’a obtention

par
1.

2.
3.

pliage des dimensions de la boite demandées.
Construire une boite.
Mesurer les dimensions du fond de la boite.

Découper 'une et/ou l'autre dimension de la feuille pour réduire I'une et/ou
'autre dimension du fond de la boite qui sera ensuite construite.

Renouveler les opérations 1, 2, 3 jusqu’a obtention des dimensions recherchées
de la boite.

Tmesure : Mesurer les dimensions de la feuille apres avoir dessiné le fond de la boite
aux dimensions voulues, puis les plis associés a sa construction.

1.
2.
3.

Déplier une boite déja construite pour identifier les différents plis.

Tracer le fond de la boite aux dimensions recherchées, au centre d’une feuille.

Compléter le dessin de sorte que les segments dessinés T ‘>
représentent les plis de la feuille. ; :

Découper le surplus de feuille. : i

Construire la boite. B |

Tealcul : Calculer les dimensions de la feuille a partir du repérage du lien entre les
plis de construction et les dimensions de la boite.

1.

Déplier (au moins en partie) une boite déja construite pour identifier les
différents plis.

Schématiser les différents plis, puis identifier sur ce schéma les plis
correspondant au fond de la boite.

Identifier ou coder les reports de longueur.

Additionner les longueurs ainsi déterminées pour obtenir les dimensions de la
feuille correspondante.
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Trelation . Etablir les relations entre les dimensions du fond de la boite et les
dimensions de la feuille

1. Déplier (au moins en partie) une boite déja construite pour identifier les
différents plis.

2. Repérer les plis qui forment le fond de la boite.

3. Déterminer les relations entre les dimensions de ce fond de boite et celles de la
feuille. Ce qui amene a :

L = 3c etl = 2¢ dans le cas d’une boite carrée

L = 3c; et l = ¢; + ¢, dans le cas d'une boite rectangulaire
construite a partir du pliage de type Pla

L = 3c, et l = ¢; + ¢, dans le cas d'une boite rectangulaire
construite a partir du pliage PLo.

T2 : Déterminer, sans la construire, les dimensions du fond des boites obtenues
a partir de feuilles de dimensions données.

Tmesure* | Mesurer les dimensions du fond de la boite en dessinant les plis sur la
feuille de dimension données.

1. Déplier une boite déja construite pour identifier les différents plis.

2. Sur la feuille de dimensions données, reproduire en les |
tracant, ces plis. |

3. Mesurer le rectangle représentant le fond de la boite |
qu’on obtiendrait en effectuant le pliage.

=
K | = T
o R N (177"

Tealeul* : Calculer les dimensions de la boite a partir du schéma d’une boite dépliée.
1. Déplier une boite déja construite pour identifier les différents plis.

2. Schématiser les différents plis, puis représenter sur ce schéma les dimensions
de la feuille, données par I"énoncé.

3. Identifier ou coder les reports de longueur.

4. Calculer le tiers d'une dimension de la feuille pour obtenir la premiere
dimension du fond de la boite, puis enlever a la deuxiéme dimension de la
feuille ce nombre pour calculer la deuxiéme dimension du fond de la boite.
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Trelation* . Etablir les relations entre les dimensions de la feuille et les dimensions du
fond de la boite.

1. Déplier (au moins en partie) une boite déja construite.
2. Repérer les plis qui forment le fond de la boite.

3. Déterminer les relations entre les dimensions de la feuille et
celles du fond de la boite. Ce qui ameéne a :

L A . . ~ .
= etc= l —c; dans le cas d"une boite rectangulaire construite a partir

du pliage Pla

c; = é et c; = L — cydans le cas d"une boite rectangulaire construite a partir du
pliage PLo.

Trelation-inverse* | Reprendre les relations obtenues avec la technique Trelation et les
« retourner ».

1. Reprendre les relations L =3c; et | =c;+c, dans le cas d'une boite
rectangulaire construite a partir du pliage Pla et | = 3c; et L = ¢; + ¢, dans le
cas d'une boite rectangulaire construite a partir du pliage PLo.

2. Déduire de ces relations les expressions de c1 et c2. Ce qui amene a :

1 = é et c, = | — ¢y avec le pliage Pla

1 = éet c; = L — ¢y avec le pliage PLo.



